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ANALISES DA VARIANCIA E DA COVARIANCIA LINEAR DE
DADOS DE UMA CLASSIFICAGCAO DUPLA NAO BALANCEADA

Autor: AMAURI DE ALMEIDA MACHADO
Orientador: Dr. Humberto de Campos
RESUMO

O objetivo do presente trabalho € estabelecer
uma teoria para as analises da variancia e da covariancia em
classificagoes duplas nao balanceadas. Para tanto utilizou-
-se o Método do Ajustamento de Constante, introduzido por
YATES (1934), como gerador de estimativas e somas de quadra
dos. '

O modelo linear basico €:

s eq = + a. + b, + y.,. +
Yijk " | bJ Yij g
representa a interagdo entre os niveis dos fatores

Pog) (g
r c'B) x84 e .
S ijk ijk
onde Yij
A e B.

Entretanto, para maior facilidade nas dedugoes
teoricas, utilizou-se o modelo sem interagao, ou seja:

; P (
= g) ,(g)
yijk Wo+oa; 4 bj + g£1 C xijk - eijk

ou, na forma matricial,

y=iv~+Xa+Xb+Xecte

-

Mesmo assim, além de um estudo completo acer-
ca dos testes de significancia para os efeitos principais e
para a regressdo,é apresentado, ainda, um procedimento no
sentido de verificar a significancia da interagao.
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As principais conclusoes deste trabalho sao:

a) nos casos onde a interagao nao esta presente no modelo
o teste de significancia para os efeitos principais € um teste
exato;

b) a presenga da interagao no modelo dificulta sobremanei
ra a interpretagao das hipoteses, além de tornar aproximados

os testes para os efeitos principais;

c) as hipoteses devem ser formuladas, preferentemente, em
termos de fungoes lineares estimaveis. Caso contrario, deverao
ser associadas a essas fungdes a> 1esirigoes nao estimaveis que

possibilitaram expressa-la como tal.
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VARIANCE AND LINEAR COVARIANCE ANALYSES FOR
AN UNBALANCED TWO-WAY CLASSIFICATION

Author: AMAURI DE ALMEIDA MACHADO
Adviser: Dr. Humberto de Campos

SUMMARY

The objective of this dissertation is to etablish
a theory for the Analyses of Variances and Covariances in unba-
lanced crossed classifications.’ For this the Fitting Constants
Method, due to YATES (1934) was used as a generator for estima-
tes sums of squares. !

The basic linear model was

P @) (2)
caq = * g% by % Y2 + £ € <81 + e, .
Yijk H 1 J Yij g=1 ijk ijk
where Yij represents the interactions between factors A and B.
However, for simplicity in theoretical develop-
ments, the model without interection parameters was first con-
sidered, that is

. 5 (
- g) (&)
Yijk uotoa, ¢ bj + E c X220 * @, .
g
or, in matrix form,
Al LR RN AR A

In addition to a study on significance tests for
main effects and regression, a proceding to test interaction is
also presented.
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The main conclusions of this work are:

a) when the interaction is absent in the model, the test
of significance for the main effects is sharp;

b) the presence of the interaction in the model turn dif
ficult the understanding of the hypothesis, turning the tests
close for the main effects,

c) the hypothesis must be formulated, mainly, in term of
estimables linear functions. Otherwise, must be associated to
those functions, the nonestimables conditions, that permited
the expression such as.



1. INTRODUGAO

As classificagoes nao balanceadas podem ser sub
divididas em trés categorias principais. A primeira & aquela
onde cada observagao pode ser representada, matematicamente, a
través de um modelo de classificagao simples. Neste caso, o nﬁ
mero diferente de observagbes para cada tratamento, em nada mo
difica a analise tradicionalmente feita através dos totais mar
ginais.

A segunda € aquela onde se tem um modelo de clas
sificacao dupla, cujo nimero de observagoes por tratamentoé di
ferente mas proporcional. A proporcionalidade entre o nlumero
de obseryagoes mantém a ortogonalidade das estimativas, obti-
das através dos totais marginais, mantendo, consequentemente ,
a aditividade das:somas de quadrados.

Finalmente, uma terceira categoria onde o nume-
ro de observacgoes, além de desigual, € desproporcional. Os da-
dos aqui enquadrados, requerem um tipo especial de analise pa-
ra que as estimativas obtidas nao resultem confundidas.

Uma classificagdo € dita balanceada quando o ni
mero de observagbes € constante para todas as combinagoes dos
niveis dos fatores ou tratamentos, caso contrario, ela &€ dita

nao balanceada.



Nas classificagoes balanceadas, as estimativas
e as somas de quadrados necessarias aos diversos testes dc¢
significancia podem ser facilmente obtidas atraves dos to-
tais marginais ¢, além do mais, existe um concenso geral so-

bre as hipoteses que estdo sendo testadas.
Os métodos de analise de classificagdes nao ba

lanceadas sao, geralmente, extensoecs da metodologia de anéli
se das classificagoes balanceadas. Entretanto, cssas exten-
soes podem ser feitas de muitos modos, que, diga-se de passa
gem, nao convergem a resultados Unicos, fato esse que pode
conduzir a alguma confusao na interpretagao dos resultados.

Em geral, tais métodos sdo mais complexos, se
comparados aquele apropriado para a analise de classificagoes
balanceadas, tanto na fase de calculos como na interpretagao
das hipoteses testadas. Assim, o estudo de alguns desses mé-
todos nao pode estar, de forma nenhuma, desvinculado das hi-
poteses a esses métodos associadas.

O presente trabalho estabelece a teoria geral
das analises da variancia e da covariancia de classificacbes
duplas nao balanceadas, pelo Método do Ajustamento de Cons-
tantes, considerando um modelo do tipo I, ou de efeitos fi-
xos, e a presenga de p variaveis auxiliares.



2. REVISAO DE LITERATURA

YATES (1934) apresenta diversos métodos apro-
priados para a analise de classificagoes nao balanceadas, con
forme se verificam a seguir:

a) Método das Médias Nao Ponderadas

Este método tem como pressuposigao basica a ho
mogeneidade entre as variancias das médias das subclasses, a
qual so € conseguida se o nimero de observagdes em cada sub
classe ou c€lula nao diferem muito entre si. A proposigao des
te método deve-se a sua facilidade de calculo e tem como prin
cipal desvantagem o fato de que as suas somas de quadrados di
vididas por o? (SQ/02) nio tem distribuigao 2. O quadro da
analise da variancia pode ser resumido como na tabela 1.

Na notagao utilizada na tabela 1,

n, = ab/(Z 1/n..)
h ij 1)



i3 7 Yij. T L iR/

sendo a o numero de niveis de A, b o numero de niveis de B e

SQR, a soma de quadrados do residuo, constante para todos os

me todos.

Tabela 1. Esquema de analise da variancia associado ao Mctodo
das Médias Nao Ponderadas.

Causas da Variagao Somas de Quadrados

=g 5 ~ 2

“ np oGy ox)
i

= = = 32

B ng ? (x.j X )
n P - % - F 2
= ny I Oy =%, x5 4% )
g5
Residuo SQR

b) Método da Soma de Quadrados de Médias
Ponderadas

Este método, segundo o autor, € apropriado para
a analise da variancia de classificacoes duplas n3io balancea -
das onde deva ser considerada a interagao. Todas as somas de
quadrados a ele associadas, divididas por o?, tém distribuigao
x? permitindo, dessa forma, testes exatos tanto para a intera-
gao como para os efeitos principais. O método € resumido na ta
bela 2, onde: -

;1 =z wifi./ Lw, , X, = I v.X ./ L.,
1 1 j J



= 2 . = 2 ==
w., = b (§ l/nij) e vy a (? l/nij)

Tabela 2. Esquema de analise da variancia associado ao Método
da Soma de Quadrados de Médias Ponderadas

Causas da Variagao Somas de Quadrados
=
A z wi(xi' x,)
1
B Ev.(x . - X,)?
j J( *J 2)
AB R(y/u,a,B)

c) Método do Ajustamento de Constantes

O MEtodo do Ajustamento de Constantes, também de
nominado por alguns autores.de Analise de Minimos Quadrados,
tem como vantagens o fato de ser um método rigoroso e propor-
cionar um teste exato para a interagao e, caso nao esteja pre-
sente, um teste exato para os efeitos principais. Na Tabela 3
ve-se as causas da variagao e as somas de quadrados associadas
a esse método, onde R(u,o0), pdr exemplo, € a redugao na soma
de quadrados devida ao ajustamento do modelo

Yig = 0 * ay * &

SEARLE (1971) considera que a grande vantagem

do Método das Somas de Quadrados de Médias Ponderadas € que

somas de quadrados, por ele geradas,divididas por ¢?, tem dis

tribuigdo x* permitindo assim, a utilizagao da estatistica F
nos testes de hipoteses. Segundo o autor



Tabela 3. Esquema de analise da variancia associado ao Método

do Ajustamento de Constantes

Causas da Variagao Somas de Quadrados
A (nao ajustado) R(a/u)
A (ajustado p/B) R(a/u,B)
B (nao ajustado) R(B/u)
B (ajustado p/A) R(B/u,a)
AB R(y/u,a,B)

= 2
L wi(ai + ¥. )

E(QMA) = — : Y . = 2
= — w.la. + vy. - +0
a-1 .., "i|71 i. S ow.
i 1
~ ~
v .+t y 2
L b J J(BJ Y J)
E(QMB) = B-1 -E VJ BJ g Y-j " + g2
J=1 g VJ_
" j |

De forma que a razao,

F=QM
QMR

tem distribuigao F e possibilita testar a hipotese:

H: a, +y. =aqa., + 71. , para todo i # i'

1. 1

[
<

Caso -0 modelo inclua a restrigao v,
- »
a hipotese testada é:

H : . = Q.
0 By ax'

y para todo i # i" .



Do mesmo autor € a notagao R( ), muito util na
representagao de somas de quadrados, especialmente quando se
trata de casos nao balanceados.

O termo R( ) € definido, por SEARLE (1971) como
sendo a reducao na soma de quadrados devida ao ajustamento de
um determinado modelo. Assim, considere-se o modelo

Yy =X +¢
Sejam B' = [g;, B,] e X = [X;, X,] partigoes

convenientes de B e X, respectivamente.
Pela definigao, para o modelo

y =Xg +e

a redugdao na soma de quadrados sera:
R() = B'X'y

e para o modelo,

a redug3o sera:
R(B,) = B'X'y

onde B e B, sao, yespectivamente, uma das solugoes dos siste-

mas

Assegura o autor que, se y @ N(y,02I) entao
R( )/o? tem distribuigdo x? nao central independentemente de
SQR.



Finalmente, o autor define que:
R(8,/8,) = R(B) - R(B,)
ou R(B) = R(8,/8,) + R(B,)

donde se conclui que R(B,/B,)/o? e R(B,)/c? tem, independente-
mente,distribuigao x* nao central.

Segundo HOCKING e SPEED (1975), a analise de mo
delos lineares pelos processos usuais, embora esteja amparada
por uma rigorosa teoria matematica,apresentam sérias lacunas,
especialmente na area dos testes de hipoteses formuladas para
a analise de classificagoes nao balanceadas. Para tanto, os au
tores propuseram a analise através do modelo

y & Wy + e

sujeito a restrigao

Gu = 0

onde Gu expressa relagoes conhecidas entre as médias que com-
poem o vetor u. _
Como exemplo, pode-se citar o modelo basico a-
propriado para analise de classificagoes duplas:

Yije =B Y05 By ¥ vy v Sax

onde y representa a interagao entre os efeitos principais A e

B.

Considerando que Mig =M+ 4 Bj + y
delo anterior pode ser reescrito como:

.., O MO
ij’ =

Yijk T Mij T ®ijk



go

Caso haja evidencias sobre a inexisténcia da in
teragao, entao esse modelo estara sujeito a restrigao

U1J - ui.j = uij| + U.,., =0

que seria equivalente ao modelo

Yijk =W * oy * By +oeiqy

SPEED et alii (1978), revendo os métodos para a
analise de classificagoes nao balanceadas, distinguem tais mé-
todos pelas hipoteses a eles associadas e asseguram que a esco
lha do método deve basear-se somente nas hipoteses de interes-
se e nao em facilidades de calculo ou exigéncias de ortogonali
dade de formas quadraticas. Assim, com relagao ao Método das
Médias Nao Ponderadas, a simples facilidade de cdlculo nao jus
tifica, de forma nenhuma, sua aplicagao.

Num modelo de classificagao dupla, as hipoteses
comumente utilizadas na anilise da varidncia, segundo esses au
tores, estao na tabela 4, cdlocadas sob a forma do modelo Mije

Tabela 4. HipOoteses comumente utilizadas na analise da varian-
cia, tendo como base o modelo de classificagao dupla

Fator A
Hl Ui, = Wi,
H,: ? niJuij/ni. = ? ni.jui.j/ni..
H.o2 £ Nasfles- ™ & B Be D sl ot 5
3 J- 1] 1] ilj IJIJIJ .'J
Hh: Hig = Hiny
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Tabela 4. continuagiao

Fator R
H . =Y .,
T %
Ho: Zn /n . =& ngsamg B i
i 1) 1) ) i J ]
H : Z n..p =ZI L n ¢ s §Pe e id DD
7 2 1) 1) l_l' 1] 1_] 1] 1
He:ulj = ulj.

As hipoteses associadas aos efeitos principais
A, B e a interagao AB sao, respectivamente, H ., H e H no Mc
todo das Somas de Quadrados de Médias Ponderadas. Pode-se no-
tar perfeitamente que este método tem como exigencia fundamen
tal a existencia de, pelo menos, uma observacao em cada cé€lu-
1a,.ou seja, exige que nij > 0, para qualquer ij.

Porém a mesma exigéncia nao € necessaria para
a aplicagao do Método do Ajustamento de Constantes. As hipGte
ses associadas aos efeitos principais e a interacao, na exata
¢r By &
Hy. Assim, R(a/u), calculada através do ajustamento do modelo
de classificacao simples, € a soma de quadrados apropriada pa
Ta 0 teste de Hz. Alguns autores, entre eles SEARLE (1971),se
referem a R(a/u) como '"soma de quadrados para o fator A, igno

rando o fator B e a interacao AB".

ordem em que se encontram na tabela 4, sao: H,, H,, H

Com relagao a inclusao de variaveis auxiliares
no modelo, FEDERER (1957) agrupa as analises da variancia e
da covariancia em trés casos: o primeiro é quando a interacio
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nio ¢ considerada no modelo, o segundo € quando a interacao cs
ta presente e os cfcitos sac considerados fixos e, finalmente,
um terceiro caso onde a interagao esta presente e pelo menos
um dos efecitos principais que a compoe ¢ considerado aleatdrio.
Para a analise dos dois primeiros casos o autor
cmprega, respectivamente, o Método do Ajustamento de Constan -
tes, o Método da Soma de Quadrados de Médias Ponderadas e, pa-
ra o terceiro caso, apresenta um procedimento baseado na esti-
macao dos componentes de variancia pelos métodos propostos por
HENDERSON (1953). Todos os casos sao ilustrados, pelo autor,
considerando apenas o caso de uma variavel auxiliar no modelo.
Além disso, indica processos a serem aplicados a classifica-

coes mais complexas com p variaveis.

KATTI (1965) parte do modelo
y = XB + Zb + e
reescrevendo-o sob a forma:

X(8 + 8b) + (Z - Xa)b + e =

<
[

XB* + (Z - Xa)b + e

onde A deve satisfazer o sistema X'(Z - XA) = ¢.
i Pondera o autor que, se X'X € nao singular,entao
A = (X'X)'IX‘Z. No caso geral, entretanto, A = (X'X) X'Z,€ uma
solugao do sistema X'(Z - XA) = ¢.

As estimativas obtidas através deste procedimen-

to sao:

B* - Ab = (X'X)"X'y - (X'X)7X'ZbB

1)
]

[z - xa)' @ - x8)])7' [z - xa)'y)

10°)
I

enquanto que a redugao na soma de quadrados devida ao ajusta -



mento do modelo

R(B,b) = R(B*,b) = R(8*) + R(b)

11°1}

onde R(B*) € devida ao ajustamento de y = XB* + e e, R(b) de-
vida ao ajustamento de y = (2 - Xa)b + e.

SEARLE (1971) argumenta que a analise de cova-
riancia pode ser feita utilizando-se o modelo y = XB + e, onde
X € uma matriz composta de valores 0 e 1 e dos valores observa
dos das covariaveis.

No entanto, para uma melhor distingao entre os
dois tipos de parametros, o mesmo autor subdividiu a matriz X
e o vetor B em duas partes. O modelo, dessa forma, fica:

onde X € uma matriz composta de valores da variavel binaria e
Z dos valores da variavel auxiliar, suposta de posto coluna com
pleto, cujas colunas sao independentes das colunas de X. Final
mente, o vetor a € o vetor que contem a média geral yp mais os
niveis dos fatores e suas interagoes; b € o vetor dos coefici-
entes de regressao e e, o vetor dos erros, supostos independen
tes, com distribuigao normal e variancia comum o?2.

Os estimadores obtidos pelo Método dos Minimos

Quadrados sao:

a* - (X'X)7x'zb

1)
]

o
10
L}

(z'pz)”'z'py

sendo a* = (X'X) X'y e P =1 - X(X'X) X"'.

O mesmo ecstimador b pode, segundo o mesmo au -
tor, ser obtido atraves do modelo:
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= +
¥y~ BB * ¢

seja b = (R'R )_IR'y

ou seja, b R, 2Y
onde R;Rz € a matriz das somas de quadrados e produtos do resi

duo, relativas as variaveis auxiliares.

Dessa forma, o vetor solugao do sistema de cqua

coes normais, na analise de covariancia, €:

a* - (X'X)"X'zb

1)

19

' -1 '
(RZRZ) RZZ

As variancias e a covariancia entre os estimado
res sao dadas por:

v@a) = [X'%)7 + (XXX Z(RIR)TIZX(X'X) Jo?
V(b) = (R:R )™ 'o?
1

Cov(a,b) = -(X'X)"X'Z(R}R,) 'o?

A soma de quadrados do residuo, nesse caso, €:

SQR* = y'y - R(a,b)
- ' - 1 Ty wr - ' ] =15 4
ou SQR* = y'y y'X(X'X) X'y y Rz(Rsz) Rzz
ou SQR* = y'y - R(a) - S.Q.Regr.
com N - p(X) - p(Z) graus de liberdade, sendo N o numero de ob

servagoes, p(X) e p(Z), respectivamente, os postos de X e de Z,
O autor assegura, ainda, que as hipoteses H :
b=20, H: K'a=20eH,.: K'[a + (X'X)‘X'ZQ] = 0, sao testadas,

respectivamentc, por:
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R(b/a)/p(2) _ S.Q.Regr./p(2)

F(H,) =
g SQR*/[N - p(X) - p(2)) QMR*
QMR*
F(Hs) Q*/p (X)
QMR*

sendo,
Q = (k'a)'[K'(X'X) K + k' (X'X)"X'Z(2'PZ) 2 X(XX) K] T RE
e,Q*= (K'a*) ' [K'(X'X) K] 'K'a*

DIAS (1981), estudando a analise de covariancia
intrablocos, com p variaveis auxiliares, no delineamento em
blocos incompletos, caso particular dos ensaios equilibrados,
considera o modelo matematico

Y2 =m*+ t; # b, =* g a X(W) + e..
ij 1 j w=y ¥ 1] 1]

O principal objetivo do referido autor € justi-
ficar os fundamentos teoricos de tal analise. Assim sendo, de
monstra que a soma de quadrados do residuo, dividida por o?,
ajustada para a regressao, tem distribuigao x? central e as
demais, x2? nao central, ja que o modelo € suposto de efeitos
fixos. Ademais, afirma que € correta a utilizacgao do teste F
para o teste das hipoteses de que os efeitos de tratamentos e
os coeficientes de regressao sao todos nulos.

Finalmente, determina a matriz de dispersao pa-
ra as estimativas dos efeitos de tratamentos ajustados para
blocos e regressao. Determina, ainda, uma formula para o cal-
culo da variancia média do contraste entre duas médias de tra
tamentos ajustadas para blocos e regressao.



15,

3. DESENVOLVIMENTO TEORICO

3.1. Modelo matematico

Supondo uma relagao linear entre as variaveis in
dependentes e a variavel dependente, o modelo matematico consi
derado neste trabalho é€:

lek = u + a..+ b. +

(g),(g)
i j c'é xijgk *

n t~ag

g=1 eijk tL)

onde,
Y;ix: valor da k-€sima observagao relativa a com
= 0: T 23 s ss ?ij)‘
media geral teorica;

binagao ij, (k

M
a;: efeito do nivel i do fator A ou primeiraclas

Ly 24 =mey ¥)}
bj: efeito do nivel j do fator B ou segunda clas

sificagao, (i

sificacan,; {J = 1; &5 snes 1)}
c(8). coeficiente de regressao linear miltipla ,
onde g representa o grupo de variaveis auxiliares, (g = 1, 2,

cns PIi
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)

xFSJ: desvio de cada observagao ngk em relagao
ijhk 1)

a2 média geral do respectivo grupo_f(g);

g5k’ €rro experimental associado a respectiva
observagao Yiike supostos independentes, normalmente distribuj
dos com média zero e variancia constante o?.

Esse modelo de analise de covariancia linear
miltipla ¢ o mesmo utilizado por FEDERER (1957) e scemelhante
aquele sugerido por ZELEN (1957), também utilizado por DIAS

(1981). Estes ultimos, entretanto, consideraram o caso dos hlg
1, ou, de maneira majs

cos incompletos onde n,. = 0 ou nij
completa, o caso dos blocos incompletos balanccados.
Optando-se pelo esquema matricial, o modelo (1)

pode ser expresso como:

y = ju *+ Xa + X;b+Xcte (2)
sendo,
y: vetor (n x 1) das observagoes da variavel

dependente;

j: vetor (n x 1) composto de 1's referentes aos
coeficientes da média gerai.u;

X,: matriz (n x v) composta de 0's e de 1's ,
coeficientes de a;; o

a: vetor (v x 1) dos efeitos a.;

X,: matriz (n__x r), semelhante a Xl, relativa

aos coeficientes de b.;

b: vetor (r x 1) dos efeitos b_;

X,: matriz (n__x p) cujos compgnentes sao os va
lores da variavel independente ou covariavel suposta de coly-
nas independentes entre si e das colunas de X, e X,

c: vetor (p x 1) dos coeficientes de regressao;

e: vetor (n, _x 1) dos erros experimentais.
Um procedimento que facilita as dedugoes teori-
cas e considerar o efeito da média somado ao efeito de uma das

classificagbes. Embora a notagdo continuc a mesma, supor-se-a,
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sem perda de generalidade, que o efeito da média esta somado
a0 efeito da segunda classificagao ou ao fator B.
Assim, pode-sc¢ reescrever (2) da seguinte for-

Y = %8 % X,b + X,g v ¢ (3)

Nos casos onde deva ser considerada a 1intera-

cio entre os fatores ou classificagoes, o modelo sera:

F= X2 r X rheriyte (4)
onde X, € uma matriz (n, x s), de definigao semelhante a X e
X,e Y € o vetor (s x 1) das interagbes entre os niveis dos fa
tores, sendo s o numero de cé€lulas da tabela de dupla entrada
que contém pelo menos uma observagao.

Como a soma de quadrados para a interagao pode
ser obtida por uma diferenga entre somas de quadrados, como
pode ser vistono item3 10 deste trabalho, todas as demais de-
dugoes serao feitas considerando o modelo (3).

3.2, Sistema de equacoes normais

Os modelés (2) e (3) podem ser postos na forma
y = XB + e (s)

onde X = [X:' X, X3] e B' = [g', b', S'].
Considerando o modelo (2), o sistema de equa -

goes normais X'X§.= X'y, obtido pelo Método dos Quadrados Mi-
nimos, pode ser representado por:

i 3, 1%, 1% JTE] [i%]
Xji XX, XjX,  xxg LA Xy
X3 %X, xx, oxx, || B | xy

L X3) X3 X, X3X, X3X,; | ..§ . L X3y
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gue:
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A notagao melhora sensivelmente se for conside-

n I' 5' g' ﬁ- -y. c-.l
r R N A a T
~ | = (6)
k N X D b B
0 A' D' E ¢ P
- JL=J L=

As submatrizes de X'X tém a composigao que se-

r' = (0., m,., . ny.)

k' = [0, n,, ' 0 )

R = diag{nl.. N,y coes nv.}
K = diag{n ;, n_,, ..., n_}
- v[n;j]r

‘sendo n; 3 o numero de observagoes que cada combinagao ij forne

ce.

sptd % )
| ) x (P)
Rl SR




=3

B

(1)

(1)

£

rer x(2)x (1)

15k 1ikMijk
1pr x(23x(1)
: s ijkTijk
E = ijk
(p),.(1)
§§§ X5 35k%ijk
enquanto que

el ﬁ o

al

52

aV

b,

E = bz

br

El

C2

: “p.

(2)

(2)
X

(r)_(2)
i?i Xi5k%ijk

pzn x (22 (2)
ijk xljkxljk

pzr x(P)y(2)
ijk xl]kxljk

@)
x(P)
.2 e
(p)
x.'I‘.
(1), (p)]
i?i Xi5k%15k
(2),(p)
i?i Xi5k*i5k
(p).,(p)
??i X5 5k%i5k
Yy . 1
1 e
Y, .
YV.
y.1.
y-z-
y.r.
srz xly. .
ijk ljkyljk
LE x(%) T
iji 1JkY13k
rzz xPly. .
ijk leKyIJk-‘

19.
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. =2 Naxl N =Ln.. € N = I
sendo n; = Mgs S EE & 5 ¥ ;

Da mesma forma,

|
™

=L L Yy.., : . =L Ly.., e =L L ZIy..
Yi.. K Yijk i ik Yijk Y... ijk Yijk

LS

Através de (3) obtém-se o seguinte sistema de e

—

quagoes normais:
f'Rg + Nb + AT =T (7)
N'a+ Kb + DC = B (8)

c (9)

s
4]
+
o
o
e
tm
N
n
>

A estimagao simultanea de todos os parametros
frequentemente torna-se por demais trabalhosa devido 3 presen-
ca de matrizes de ordem muito elevada. Pode-se langar mao, en-
tretanto, de um processo deécrito em alguns textos como, por
exemplo, SEARLE (1971), HARVEY (1975), dentre outros, denomina
do de "absorcao de equacoes'. Essa "absorcao" € feita de forma
que sejam '"absorvidas" as equagoes referentes ao fator que te-
nha maior numero de niveis. Supor-se-a, inicialmente, que a se
gunda classificacao ou fator B possui maior nimero de niveis.

Isolando b em (8) e substituindo em (7) e (9),

tem-se:
Ra + NK*'B - NK'DE - NKT'N'a + AT = T
A'3 + D'K 'B - D'K 'DE - D'K"'N'G + ES = P

Reunindo os termos semelhantes, obtém-se:
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(R- NKT'N')a + (A - NK''D)E =T - NK''B

(A' - D'K"'N")a + (E- D'K'D)E =P - D'K'B
Fazendo,
C=R- NK'N'
Z=A-NK'D
W=E-DK'D
Q=T- NK'B
S=P-DK'B
o sistema fica:
& + 22 = Q (10)
213+ WE = S (1)
equivalente ao sistema (6), absorvida a equagao,
ji +b=K"'[B- NG - D (12)

Supondo W nao singular, obtém-se, através de
(11), que:

g}
]
=
twn
!
=
™~
1)

Substituindo em (10) fica:
Ci +z(W's - wW'z2'a) =Q

"Reunindo os termos semelhantes, tem-se:

-1

(C-2w'2a=Q- zW's
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Fazendo,
-
C-2wW Z' = C¢C*
e, Q- ZW's =Q*
o sistema reduzido torna-se,
Cra = Q* (13)

As matrizes envolvidas nesse sistema tém a com-

posigao dada a seguir:

K = v[cii']v

e Cigr™ § nlJnl.J/n j para i # 1i'
i (1) . 5 (2) ()]
n .Y, P
Mg adited. () —-l—J— . x(Pg —J—J—n X
1 e - n : 1.. . 1 oo
J o] ] -J j -J
) () (
n, «X*. p)
z = xz(f)-z 41 <15 (2) g 2i%d. (P) 5
Y3 n . j n . )
<) 3 J n.J
x (1) x (2) n .xpd
SIS P I C F'S s P ¢ DIAs il ¥
j n . j n . Fon =
<] eJ J n.j




~.Y
-y

AL
A
e

™ Ty
et

= e~
[ZA I

AL

~— o] !

-
[ AT |

23.
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[y - g i¥.g. ]
il j n .
-]
n_.y .
5 o3 zly.].
2. J n_j
g =
n_.y .
v oy viT.j.
Ve j n .
— 'J -

i x(!)Y ]
ILE x(1iy s = I B N K
ijk 13k71j .+

)
(2)

e .

LI x("iy e Y.
§ = le 1) lJ . n j
(p)

X MY .
5L T X(Piy - e T30
ijk 1] j n .

s, <) -

Pela composigao dessas matrizes pode-se notar
perfeitamente que os vetores da matriz Z tem a mesma forma do
vetor Q, com a diferenga de que o Ultimo refere-se a variavel
dependente e os primeiros as variaveis independentes. Dessa
forma, vé-se facilmente que:

—

(@]
It

o

—

N
]

o
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De modo que (10) ¢ um sistema consistente ¢ inde
terminado, ja que j'C = 0' ¢ j'(Q - zc) = 0.

Adotando, dentrc¢ os muitos existentes, o procedi-
mento proposto por PIMENTEL GOMES (1908), seja A tal que:

1, ondc o(A) ¢ o posto ou caracteristica de A.

a) p(A)
b) Aa = 0.
c) Kg nao pode ser combinagao linear estimavel de parame-

tros.
Assim sendo,
Ci = Q- 28
Aa = 0.
Efetuando-se a subtragao, tem-se:
(C- ME=09- 2

Fazendo C - A = M, onde M é suposta n3o singular,
uma das infinitas solugdes que satisfazem (10) &:

178

-

i =g - W
Substituindo em (11), fica:
(W-2'M'2)§=5-2M"Q
Fazendo,

W-2'M'2

=
]

e R, =S - 2'M'Q
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o sistema fica:
R,E = R,.

Ora, facilmente se verifica que Z'M 'Z € a ma-

triz das somas de quadrados e produtos relativas a primeira
classificagao ou fator A, ajustadas para a segunda, considera
das as variaveis auxiliares. De forma que R, = E - D'K™'D -
- 2'M"'Z € a matriz dos residuos das somas de quadrados e pro
dutos, suposta nao singular, relativas as variaveis auxilia -
res, enquanto que, R, = P - D'K'ig = Z'M-lg € o vetor dos re-
siduos das somas de produtos, consideradas as variaveis inde-
pendentes e a variavel dependente.

Adaptando o procedimento utilizado por PIMEN-
TEL GOMES (1968), os sistemas (13) e (14) podem ser mais fa-

cilmente obtidos definindo:

1 -1 -]

' -z2’M Y (Z'M'NKTY - DK7Y

Pré-multiplicando o sistema de equagoes nor-
mais X'XE = X'y por V, obtém-se:

VX'XB = VX'y

donde se comprova que:

(15)

sendo ¢ uma matriz nula e C* e R, as matrizes definidas em
(13) e (14), respectivamente.
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Da mesma forma:

X'y 2
= (16)

<

>~
<
1o
[

Assim, atraveés de:

V X'Xg = V X'y

obtém-se o sistema C*a = Q* , e de,

V,X'XB = v, X'y
o sistema R, ¢ = R, .

Como R, € suposta nao singular, o melhor estima-
dor linear imparcial de c é:

¢ = R]'R, (17)

Ja foi visto que j'C* = 0', logo p(C*) < v.Assim
sendo, a so podera ser estimado se for imposta uma restrigao
as estimativas a;. Logicamente, existem infinitas restrigoes

-

mas, dentre elas, serd escolhida a restrigdo j'a = I a;, = 0.
i
Assim, seja A*, uma matriz de propriedades seme-
lhantes a A, construida de maneira que a restrigao j'a = 0 se-
ja satisfeita, ou seja,

A*3 = 0 .

Isto dito, uma das muitas solugoes que satisfa-
zem (13) e:



a = MTIQ (18)

sendo M* = C* - A*,

3.3.Matriz de dispersao dos estimadores

3.3.1.Matriz de dispersao de 3
Por definigao:
D(a) = E([a - E(a)] [a - E(a)] '}
Viu-se, em (18), que:
§ » M*—Jg*

Como Q* = VJX'X' fica:

5 = *~1 '
8 = M* TV, X'y
ou a =My X8 +e)
donde a =MV X'X8 + MY X'e
Logo,

E(ad) = M* v X'Xe
ou ainda, por (15)

E(a) = M* "C*a
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De forma que,

3 - B(®) = v xe

e G-E@]GE - E@] =M v, xree xv,m "

Pela definigao:
D(3) = E[M* 'v x'ee’xv M+~ "]
resultando
1

D(3) = M* 'c*M*" o2 (19)

uma vez obedecidas as pressuposicoes sobre os erros e saben-
do que V,X'XV; = C*.

3.3.2. Matriz de dispersao de §

Por (17),
c = quBz
ou ¢ = RIv.Xx'y
- 1 Tay &
ou, ainda ¢ =R .c + RV.X'e
? 3 - 1 p et o | 2 -

resultando que,
E(E) = ¢

A semelhanca de

tp)

D(E) = E{[E - E(D)][E - E(D)]"}
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D() = E[R]'V,X"ee'XV,R]"]

- E(Z) = R} 'V,X'c.

(Kel

pois
Como V,X'XV: = R e E(ec') = 0?1, conclui-se que:

D(c) = R, ©

3.4, Distribuicao dos estimadores

Considerando que, por hipdtese, y @ N(XB,0%I) e

que:

1)

= M*-lg* = M*-IVIX'X

vé-se que a € uma fungao linear dos y, donde resulta que:

1

éQ N(Mi-_lcig’ M*~ C*M*-I'OZJ "

Do mesmo modo:

R, = Ry VaX'y & N(c, Ry'0%)

3.5. Médias ajustadas dos niveis dos fatores

Admitiu-se, inicialmente, sem perda de generali-
dade, que a segunda classificacao ou fator B, tinha um numero
maior de niveis e, isto considerado, as equagoes absorvidas fo-

ram:
i+ b=k [B - NG - DE] (21)
que nada mais sao que as equacgoes das médias dos niveis de B a-

justadas para os demais efeitos.
Pré-multiplicando ambos os membros por j',tem-se:
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= j'K7' (B - N'3 - D]

p—
.
h=s
+
[\
=

= Lp, = 0, um esti

Considerada a restrigao j'§ j
j

mador para y € obtido facilmente, ou seja:
(22)

SETPIRA.
Obtidos J1,2 e ¢, b é imediatamente obtido atra-

ves de:
=K [ - N'E - DE] - 33 (23)
De forma idéntica, sao determinadas as médias
dos niveis de A ajustadas para o fator B e para a regressao,ou
seja:
ji + 3 =R [T - Nb - AZ]
(24)

Somas de quadrados

1.8,

Soma de quadrados do residuo

3.6.1.,
a

A soma de quadrados do residuo ajustada para

regressao, considerando o modelo (5), € dada por:

SQR* = y'y - B'X'y
ou SQR* = y'y - a'T - b'B - T'P
Considerando que, por (8),
oAkt

o
n
(=)
=~
I
o
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resulta que:

SQR* = y'y - &'(T - NK'B) - B'K"'B - T'(P - D'KT'B)
ou, ainda,
SQR* = y'y - 3'Q - B'K'B - E'S
Mas, considerando que:
LTSI U R
e, pos-multiplicando por Q, fica:
a'g=Q'M Q- gzMtg
ou a'Q = Q"M 'Q - Q'M 'zE
Substituindo'em SQR*,
SQR* = y'y - Q'M'Q - B'K"'B - (S' - Q'M '2)¢
sendo o mesmo que:
SQR* = y'y - Q'M'Q - BKT'B - E'R, (25)

Caso se queira, pode-se introduzir a corregaopa
ra a média, fazendo:

onde: C=@DTADT = g 0

y'y - C € a soma de quadrados total;
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Q'M-'g € a soma de quadrados para A, ajustada

para B, ignorando as covariaveis:

B'K"'B - C € a soma de quadrados para B, igno
rando A e a regressao; e

C'R, € a soma de quadrados da regressao.

3.6.2. Soma de quadrados para o teste da hipotese

H,: a, - a,, = 0, para todo i # i'

A soma de quadrados referente ao numerador do

teste F apropriado para o teste da hipotese H : a; - a;.,=0,
para todo i # i', ou, de forma equivalente, H : K'a = 0, é&:
SQH, = (K'a)'(K'M* 'X)"'k'3 (27)

onde K' &€ uma matriz de posto linha completo. Considerando a
hipotese de igualdade entre os niveis de A, a matriz K' pode
ter a forma:

B e B, il

Assim, K'a = 0, expressa um conjunto de afir-
magoes acerca dos niveis de A ‘cuja validade se deseja testar.
No caso presente, essas afirmagoes sao:

Hlf a;, - a, = 0, parai=1, 2, ...,v-1 (28)

Uma forma equivalente a (28), na notagao ma-
tricianl, €t

leé-ia=9

Substituindo em (27) a expressao de é, dada
em (18), obtém-sé:
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SQH, = Q*'M* ' 'K(K'M*7'K)"'K'M*'Q*
Partindo da igualdade,
M R M T ) T M T e e

e, pos-multiplicando ambos os membros por K, resulta:
MYTUORCK'MET IR TURIMY K = MK
donde: Ml A MrTok

ou seja, a igualdade que representou o ponto de partida & ver-

dadeira.
Portanto, (27) pode ser reescrita como:
SQHI- g* !M*-l lg*
ou SQH, = g*'N*7' g* |
ou, ainda, SQH,= a'Q* (29)

3.6.3. Soma de quadrados para o teste da hipotese
Hyt ¢ = 0

Neste caso, como R, € n@o singular, o vetor cé
estimavel, de maneira que H, pode ser expressa como H,:K'c=0,
onde K' = IP.

De maneira andloga a (27), facilmente se verifi
ca que:

SQH,= §'R ¢

ou SQH,= ¢'R, (30)
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Pode-se notar aqui, uma perfeita identidade en
tre a formula (30) e aquela obtida na determinagao de SQR*.

De maneira que a soma de quadrados obtida em
(30) sera, algumas vezes, denominada de soma de quadrados para
a regressao e a obtida em (29) de soma de quadrados para o fa-
tor A ajustado para B e para regressao.

3.6.4. Somas de quadrados para o teste das sub-hipote-

ses Hi: 5;5 = 0

Viu-se em 3.6.2. que a soma de quadrados para o
teste da hipotese H,: K'a = 0 € SQH,= a'Q*. No entanto, pode
ser desejavel decompor H, em sub-hipéteses independentes do ti
po Hi: gig =0, i=1, 2, ..., p(K").

Sejam q, a i-€sima e q; a j-€sima parte de a'Q*.
Por (27), tem-se que:

SQH,-= &'K(K'M*'K)"'K'a

Analogamente,

- 9 v -i -l =

SQH; = a'k; (k;M* 'k;) 'k:a (31)
- -1 -1 -

SQH. = a'k,.(k!M* . k!

Considerando (16) e (18) as duas somas de qua -
drados ficam:

SQH.

. . -l' i -1 -1 , -1 '
f XV G ) T M Y Xy

e SQH.

=y XVIM*T kL (kM kL) T T ROM T v x
j 0 LM GGMT k) 1L

Assim, (31) e (32) sao somas de quadrados apro-
priadas para o teste das sub-hipoteses H, : kia =0e Hj:gig-o.
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Essas formas quadraticas sao independentes, su-

posto que y £ N(Xg,ozl). se:

yuy o =1, ' =1 1, Tl x ¥ =k ] ' -1 =1y, -1 -
XV TH e CRM T )T M T Y XXV M T (e M T R T R M T Y X =

Para tanto, € suficiente que:

KM v oxtxviMT k. = 0
1 l 1 .._J

Mas, por (15}, V,X'XV{ = C*, o que resulta,

ki tesMx"t k. = 0

Ver-se-a mais adiante, que se kja € estimavel,

entao k! = A'C*, de maneira que:

ka*-IC*M*-l'C*é = 0.

Ora, M* ' & uma inversa generalizada de C*, PI-
MENTEL GOMES (1968), logo C*M* 'c* = C*, donde:

kIM*“'c*A = 0 .

-1 -

Finalmente a condigao se reduz a,

kiM* k. = 0.
-1 ...J

Nos casos onde M* = C* + A* & uma matriz diago-
nal, (33) se reduz a:

onde m € uma constante. Ou seja, para que (33) ocorra é neces-
0.

il

sario e suficiente que kikj
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Por esse motivo, gig e ng sao, frequentemente,
denominados contrastes ortogonais. A condigao exigida, no ep-
tanto, € (33).

Se (33) se verifica, entao,

(k'M )T = diagl(kiM T k)T, 4 =1, 2, e, el

Substituindo em (27), fica:

étg* - (Kué)'diag{(EiMr!Bi)-l}Kné
_ V-1 (kii)2
ou a'Q* = —
gl Ml s
1= ;_\iM Ei
v-1
ou, ainda, a'Q* = I gq.
- §a 1

3.7. Variancia de uma combinacao linear de estimativas

A variancia de uma combinagao linear de estima-
tivas k'a € dada por:

V(k'a)

n
=
<
~—~
1)
—
e

|
o
=
~
)
L —
=

ou, ainda, V(k'a)

onde D(3a) & obtida através de (19).

Se k' for tal que k'a = Ei - 51., entao:
V(k'8) = (d; + d,.;, - 2d;,4)0° (34)

Entretanto, como D(3) M*-IC*M*—,'U’. verifica
-se que:
1

V(B'é) & ]_(UM*' 1—(02
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3.8. Esperanca matematica das somas de quadrados

As esperangas das somas de quadrados serao toma
das considerando que B, em (5), € um vetor de efeitos fixos e
que e € um vetor de erros aleatorios, independentes, de média

zero e homocedasticos.

3.8.1. Esperanga matematica da soma de quadrados do

residuo ajustada para a regressao
Viu-se, anteriormente, que:
SQR* = y'y - B'X'y .

Seja B = (X'X) X'y, onde (X'X)” € uma inversa
generalizada de X'X. Assim,

SQR* Y'y - X'X(X'XJ-X'X

ou SQR* = y'[I - X(X'X)™x']Jy (35)

Segundo SEARLE (1971), a esperanca matematica de
uma forma quadratica y'Qy é:

E(y'Qy) = E(y')QE(y) + tr(QV) (36)
sendo Q o nicleo da forma quadratica, V = V(y) e tr indica o
operador trago de uma matriz. Se for considerado, em (5), que
E(y) = X eV = o?I, a expressao dada por (36)fica:

E(y'Qy) = B'X'QXB + o2tr(Q) (37)

Dois casos particulares importantes se verifi -
cam quando Q = I e Q = X(X'X) X'. Nestes, tem-se:



E(y'y) = B'X'XE + o’tr(1_ ) (38)

e E[y'X(X'X)"X'y] = B'X'X(X'X) X'XB + oftr[x(x'x)7X"'] =

B'X'XB + o%p(X) (39)
ja que tr[X(X'X)7°X'] = p[X(X'X)7X'] = p(X)

por ser X(X'X) X' uma matriz idempotente.

No caso particular do modelo (3), obtéem-se, en-
E(SQR*) = [n - p(X)]o2.
Viu-se no item 3.2. deste trabalho que, partin-

do do sistema de equagoes normais X'XE = X'y, pode-se determi-
nar sistemas reduzidos perfeitamente equivalentes. Isso signi-

fica que:
"n. Iv ]-<| .91" '0 91 9: 91-
r R N A 0o c* o o
n
k N K D k N K D
0 A D E| 0 ¢ o R,
L, ™ - = m

Assim, vé-se perfeitamente que:
plX] = o(X*'X) =p = r + p(C*)

Adaptando para este caso as conclusoes de GRAY-
BILL (1961) e,sabendo que todas as fungoes lineares dos c's sao
estimaveis, se todos os contrastes entre os niveis de A forem
estimaveis, entao p(C*) = v - 1, donde se conclui que:

P(X) =p + 1+ (v-1) (40)
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Logo,
E(SQR*) = (n__ - p -1 - v + 1)o? (41)

De maneira que, um estimador imparcial de o?, é:

QMR = — SQR*
n, . = pkX}

Esperanga matematica da soma de quadrados para A

eliminando o fator B e a regressao.

O passo inicial € reescrever a'Q* como uma forma

quadratica em y. Por (19), tem-se que:

= M*-lg*

1)

mas, por (16), Q* = V X'y,donde:

'Qr = QMg = v Y, Xy

Q)

De acordo com (37),

E(3'Q*) = B'X'XV/M*7V,X'XB + o2tr(XVIM* 'V X')

e que,

Considerando que,

]

C*a

—

V, X' X8

tr(xv;M*"le') tr(M*"le'xv;) =

tr(M*~'c*)

p(M*71C*) = p(C*)

1

ja que M*-lc* € idempotente e p(C*) < p(M*~ 3a



Resulta que:

E@'Q*) o= gvc*g +02p(ct)

Caso (40)

E(3'

3.8.3. Espe

Por

9*) =

ranga

(31),

SQH; =

ou, ainda,

- ' YT IR 1 -1 = '
SQH; = y'XV;M*™ vk, (kIM*T k)T kMY

e, por (37),

mas, V, X'XB = GC*a

donde,

se verifique,

a'C*a + (v - 1)o*
matematica de SQHi
tem-se que:

a'k. (k!M* k. )
- ~-i*~1i ~1 ~1-

1 -1

- ty INT B ' -1 =1l =1 '
E(SQH;) = B'X'XViM*™" 'k, (kIM* 7Tk )T kM TV X'XB 4

+ o2tr [XVIM Tk (kM T TR T M T Y XC)

-

L}

tr(Ai)

e,

1

_ varw— 1 =1 vygx—1 -1,
tr[(kiM k;) “kiM* "C*M* Bi]

E(SQH,) =

+ Uztr[(BiM*_

1
k!M*™
-1

a'C*M* 71k kIM*TICra 4

1 = =
k.
=4

1

' b | =1 e | ' ; =1 5 _
en Ll ) ey, e ) -

o TR | =1,
)T e e )

Hd =

(42)
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Mas ,
VT ST = 11 a = '3 = !
k;M* “C*a = kiE(a) = E(kja) = k;2
uma vez que k:a € estimavel e,
EVE "1 = VT
kM TheMr T k= kM T kg
resulta,
E(SQH;) = ———(kja)'(kja) + o’tr(I,)
kiM* “Kk.
e | =i
ou, ainda,
E(SQH.) = ———Q%T——{k!a)'(kigj + g2 (43)
T e

para i =1, 2, ..., p(K').

3.8.4. Esperanga matematica da soma de quadrados da

regressao.

Por (17), tem-se,

Il
~
1
o)

c

ou

()

]
o)
=
<

<

donde

1y

' = ' rp- 1 '
R, = Y'XV,R "V, X'y.

Considerando (37), resulta:

E(E'Bz) = E‘Rl 1

¢ + ogftr(I,) = c'Ric + po? (44)
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3.9. Distribuicao de formas quadraticas

Os teoremas sobre a independéncia e distribuigao
de formas quadraticas podem ser reunidos da forma que segue.

Sejam y'A.y e Y'AjZ duas formas quadraticas com
y 9 N(p,0%1), entao:

a) X'Aiz/o2 e x'Ajy/cz sao x?'s nao centrais, independen-
tes, com parametros de nao centralidade Ay e Aj’ respectivamen-

se e somente se:

A2 = A.; A2 = A. e A.A, = AjA. = ¢ (45)

b) Se (45) ocorre e Aj = 0, isto €, Z'Ajzloz tem distri -

buigdao x? central, entao a razao,

y'Ajy/e(A;)
| Yy As3iplAs)

.

tem distribuigdo F nao central, com parametro de nao centralida
de A..
i

3.9.1. Distribuigao de 3'Q*/c?

Viu-se anteriormente que:

y'XV/M*"'V X'y

1)

19*

Fazendo A, XV;M*"VIX', entao:
2 _ 1 -1 ' ' =)
AY = XViMrThy XxviMrT Y X

Lembrando que V,X'XV] = C* e que C* = M* + A* |,

fica:
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Al e XVIMETE (M ANy X0

L

A} = XVIM*TRV X 4 xVIMeTARMe Ty X0

Entretanto, sabe-se que:
A*E = 0

-] Y
ou A*M* "V X'y = 0

Para que a igualdade seja vilida para todo y,
toem=-se, obrigatoriamente, que:

ATM*TIY X = 0
donde se conclui, finalmente, que:
A} = XVIMYTIY X' w AL
0 nimero de graus de liberdade & dado por:
p(A;) = tr(A))
por ser A, idempotente. Assim:
tr(A,) = tr(XVM*7'V X') =
= tr(M*V, X'XV)) .
= tr(M*"cv),

Sendo M*"'C* idempotente, fica!

$r(A) = p(M*TICY) = p(C*) m v -2
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e o parametro de nio contralidade, segundo GRAYBILL (1960) ,
por:

como 4 = B(y) = X8, fica:
Ay m = XXMV, X X8
20t

o, sendo V X'Xg = C*a, resulta, finalmente, que:

De forma mals completa, pode-se dizer que:

SQH, /o* = §'Q*/a* @ x*[p(A;)1},] (46)
sendo p(A;) = v =1 e ), .. a'Cva,
200 ©  °

3.9.2. Distribulglo de SQH, /o

Escrevendo SQH1 como uma forma quadratica em
Y, fica:

1 ' =1, 1 -1 =1, . ' 1
SQH; = ¥ 'XVyM*™7 'k, (kiM* ™ k)T kM WXy e ALY

Como:
' IM* T e Y M ” Tyt MeT I I -
AL=XVIMT Ik G MY T )T R MY T XXV MY T ke M Tk TR MY X

M~ I “lpipge=? ¥
=XV ;M* Tk (kyMY k) kMY TV X = Ay
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pois
kM TV XXy IMeT
=1

se kia é estimavel e,

1 =1y ipgu=—1 e .
ki) kiM* v X']=tr(1,)=1

e b VL 2
o (Aj)=tr (A )=tr[XVM* - "k; (kM ;

e. ainda,

- 1 i - 1 1yl ' =1, ' *-1 “lypapr—1? '
M7 gy B T AN ks CkIM* 7 k)T RIM TV X X8
ou A: B . - (k!a)'(kia)
1 Zozki.M* .-.1 —1— - -

como foi obtido no item 3.8.3., pode-se concluir que:
SQHi/c2 Q x2[1, xi] (47)
3.9.3. Distribuigao de T'R,/0?

De forma semelhante ao item 3.9.1.,

~ 1 = ' ip~1 ' = 1
SRy mYRVLR VLY = yTAY

- - -~ z_
Como,

A3 = XV3R'V,X'XVIRV, X' = XVIR]'V_ X' = A

e, p(A,) = p(XVJR] V,X")

ou, p(A,) = tr(XV;R]'V,X")
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que, pelas propriedades do operador trago, fica:

p(A,) = tr(R; 'V, X'XV}) = tr(1))

|
o

ou, p(A,)

e, ainda,

A, = —+ u'A,u
202

de onde, substituidos p e A,, obtém-se:

A, = == c'Ric
202 ~

Pode-se dizer, portanto, que:
SQH,/0? = €'R,/a% 2 x2[p(A,), 1,) (48)
3.9.4. Distribuigao de SQR*/c?

Viu-se que:

SQR*

"
<
<
1
w0
5<
e

y'[I - x(x'x)7"x']y.

ou, ainda, SQR*

Considerando que:

>
~
L}

[T - XXX X'J[T - x(xX'X)°x'] =

I - X(OU'X)7X" - X(X'X) X' & X)) "X'X(X'X) X" =

I = X(X'X)"x°
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pois X(X'X)_X'X = X, e que o numero de graus de liberdade C:

p(A) = oI, - X{X"%) X') = tr(I, ) - tr[X(X*X) X']

que, por (40), fica:
p(A;) =n _  -p(X) =n_-p-=-T1-vVv+1

e, considerando, ainda,o parametro de nao centralidade,

A, = =1 g'X'[I - X(X'X)"X']XB
202 ©

ou, gy = 40

ja que X'[I - X(X'X)"X'] = ¢, conclui-se que SQR*/o? tem dis-
tribuigao x? central comn_, - p - r - v + 1 graus de liberda

de ou, simbolicamente,

SQR*/02 2 x2[p(A,), 0] (49)

a'Q*/p(A;)

SQR*/p (A,)

3.9.5. Distribuigao da razao

Viu-se que:

SQH, =

1 - ' 1 =1 '
1 9* =Y xle* le b4

1)

= SQR* = y'[I - x(X'X)"x']y

A condigao necessaria e suficiente para que
SQH, e SQR* sejam independentes é:
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Dessa forma, a condigao exige que:
XV;M* 7y XU [T - X(X'X)TX') = o
Ora, foi visto que:
X'[T - X(X'X)™x'] = ¢

Logo,

Pode-se, entao, concluir que:

SQH, /p (A,)

2 Fp(A,), p(Ay), A,] (50)
SOR*/p (A,)
ou, ainda, o quociente tem distribuigao F nao central com
p(A;) =v -1 e p(Ay)) =n,, -p-1-vVv + 1 graus de liberda
de e parametro de nao centralidade X, = 12 8 'C*a.
20
SQH.

i
SQR* /p (A, )

3.9.6. Distribuigao de

A independéncia entre SQH; e SQR* e facilmente

verificada pois:

) kMY X [T X(XT)TX'] = e

- imx 1 BV
AsA, = XYMk (kM T kg

ja que X'[I - X(X'X)"X'] = o.

Assim, pode-se dizer que:

SQH.
R Q@ F[1, (n,, -~ p-1-v + 1), Ai] (51)

SQR*/p(A,)
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ou seja, a razao tem distribuigao Fcoml en, - p - T - v+
graus de liberdade e paramectro de nao centralidade ;.

c'R,/p(A,)

3.9.7. Distribuigao da razao
SQR*/p (A,)

De maneira semelhante ao item anterior pode-se

verificar, facilmente, que:

Assim,

SQH, /o (A,)
SQR*/p (A,)

2 Flo(A,). o(A)), 2,] (52)

isto €, a razao tem distribuigcao F nao central com p(A2)= p e
p(A,) =n_, -p -1 -v + 1 graus de liberdade e parametro de
nao centralidade By = 1 S'ng.

2g*

3.10. Soma de quadrados e teste de significancia para a

interacao

Caso haja necessidade de um teste de signifi -
cancia para a interagao, a soma de quadrados apropriada para
o numerador do teste F €:

$.Q.Int* = R(a, b, y, ¢) - R(a, b, c)

Lembrando que:

=
o)
I
o
g]
—
]
O
=

|
" &)
+
to
~

)
Lo
+
N
150

tem-5e:
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5.Q.Int¥ = Rla, b, ¥. g) = Q'M_IQ = §'K-l§ ~ 'R,
ou, ainda,
Yi. - -1 -1 -
§.Q.Int? = g p—=lt + E*'R* - Q'M"Q - B'K "B - 'R, (53)
ij ij il - T 7T

Uma outra forma de escrever (53) é:

y?. =t ia - -
§.Q.Int* = (z t=4* -Q'M 'Q-B'K 'B) + &*'R} - T'R,
ij§ "43 e
ou, ainda,
§.Q.Int* = S.Q.Int. + C*'R¥ - C'R, (54)

sendo que c* e R} sdao obtidos de forma analoga a ¢ e R,, deven-
do, agora, ser considerada a interagdo para o calculo das somas
de quadrados e produtos referentes ao residuo, consideradas as co

variaveis e o termo § I y: € a reducao na soma de quadra-
1

2
. /n. .
3 13./ ij

dos devido ao ajustameiito das constantes a, b e y.

O sistema RY¥c* = RY pode ser obtido de maneira a
naloga ao caso sem interagao, ou seja, tomando R} e R7 conforme
dadas a seguir. .

Admitindo que exista Rt—l, entao:

*

(el

- YR

e, como essas redugoes, divididas por ¢?, tém, independentemen-
te, distribuigao 2, pode-se concluir que a razao,

$.Q.Int?/(s - r - v + 1)
SQR*/(n_, - s - p)

(55)

tem distribuigao F nao central, sendo s o numero de células on-
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(1),.01) x{3 e
ELIX; z:::_l-‘-._J_
i k*ijk™
ijk 1] J ij nij
«(2),.(1)
ZZZszi E‘i zz__l___l_
ijk MR IR 45 ny;
x @) (1)
zzgxtp) (1. gz_.l_._l_
ijk Jk Jk ij nij

(1), (2)
STPIOPM G s S e S
ijk ij lJ ij n..

1)
x (2], (2)
(2),(2)
fzﬁxljk ijk Zz__i“__l_
J 1] ij
(p) (2)

ZZZx(p) (2) _ppij.Mij.

1jk7ij
ijk ij nij

(1) (p)]

ZZTJ A}XFP]-[;_ii;_ilL
1k WKk 54 5
1)

x(2) 4 (p)
crzx(?)x (P]}{ proii-lij.

ijk DENR A5 g,

x(P) ¢ (P)
EEZx(p) [P] EE__l___l_

1jk7ij
ijk ij ni5

*Zs



3 4

1) e
xgj.y11
1) - 5
LIL xgjkle
{3k (z)y...
ij y
4,
Jo % j j
SLL xggkyljk
3k
1)
* | ) c..
| B,
- zz.: nij
) . . iJ —
LEL xg?kyljk
1ik
1)
Y, €)
bi _’!
1 - R(g’ D (56)
o i &
" SQR
de ij '*
: 1
Yij. e* T
o
R 1j n1J
=3y
ou . -
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4., RESULTADOS E DISCUSSAOD

4L.1. Estimadores dos parametros

L.1.1. Estimador de c

Por (17) vé-=se que:

onde R, € a matriz dos residuos das somas de quadrados e produ
tos referentes as variaveis independentes e R € o vetor dos
residuos referentes as somas de produtos das variaveis indepen
dentes e a variavel dependente. Resultado identico foi obtido
por SEARLE (1971) e DIAS (1981), dentre outros.
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L, ,1.2. Estimador de a

O estimador de minimos quadrados para a, obtido
pelo Método do Ajustamento de Constantes, como se pode obser -

-

var em (18) e:

1

= Mt- 9*

1)

sendo M* = C* + A* e A* uma matriz construida segundo uma res-
trigao previamente estabelecida.

L.2., Matriz de Dispersao

b.2.1. Matriz de dispersao de ¢

Como se pode notar por (20), a matriz de disper
sao de C e:
D(E) = R o2,

1

Igual resultado foi obtido por ZELLEN (1957) ,SEAR
LE (1971) e DIAS (1981), dentre outros.

4.2.2. Matriz de disﬁerséo de a

A matriz de dispersao de a conforme (19), €:

D(a) = M* 'c*M*"'g2,

4L.3. Médias ajustadas dos niveis dos fatores

As médias dos niveis de A, ajustadas para o e-

feito do fator B e da regressao sao obtidas de:
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e 3 s KT - N - AQ)

enquanto que as dos niveis de B, ajustadas para o fator A e pa

ra a regressao, resultam de:
ji + b= KB - NG - DT

de acordo com (24) e (21), respectivamente.

O estimador u pode ser obtido por:

i= 2RI - N - AE)

—

ou por:
5 =1k'[B-Na- DE)
r — - -
conforme (22), desde que impostas as restrigoes I ﬁi = 0 e
s b. = 0. respectivamente. 1
] Igual procedimento foi utilizado por FEDERER
(1957)

4.4, Variancia do contraste entre duas médias ajustadas

A variancia do contraste entre as médias ajusta

das dos niveis do fator A, por exemplo, €:

V(ai - ail) i (d" + d°|

- 2
ii i ' Zdiiu)U

i

onde dii' di'i‘ e diil sao elementos da matriz de dispersao

D(a), dada por (19).



k.5,

Testes de hipoteses

Discutir-se-a,

para todo i, j e k em (4),

27

inicialmente, o caso onde xi'k=0'

ou seja, serao discutidas as hipote

ses comumente testadas na analise da variancia de classifica -

coes duplas.

E importante
Segundo SEARLE
quando for expressa atraveés

se testavel.

No modelo de

tornar claro o conceito de hipote-
(1971),
de fungoes lineares estimaveis.

uma hipotese so € testavel

classificagao dupla. incluida a in

teragao, a fungao linear estimavel basica € My
ainda, ”ij =W+ oa; ¢ bj + YiJ Dessa forma, todas as ﬂ1pote -
ses serao formuladas em termos dos M;; pois, além de facilitar
a compreensdo sobre o que esta sendo testado, toda combinagao

linear dos Mi; € estimavel, logo € testavel.
Para o caso da analise da variancia através do
Método do Ajustamento de Constantes, as hipoteses comumente for

muladas sao:

H ¢ Z 13 lj/nl = § Ry j¥i J/nl .

Hz ijulj - f. § nijnl'jul'j/n.j
R F i L - T R T

2§ Bagfay = 8 T PRy
“ut Wgg = lgay = Hgge ¥ Fyige =0

em H , pela sua expressao, fi

Substituindo “ij 5 »

ca:



para todo i # i'.

Similarmente, em H_, obtém-se:

1
g n..(a, + Yij) = H_TT 5 nijl(ai * Yijl) 0

lJ 1

De modo que, o teste F para Hx' F(Hl). testa a
hipotese de que os niveis do fator A, na presenga de uma mé -
dia ponderada dos b's e y's, cujos pesos de ponderagao sao o0s
valores nij' sao iguais para todo i. Este teste receche, de al-
guns autores, o nome de 'teste para A ignorando B e a intera -
gao', e a soma de quadrados apropriada para o numerador de

F(H,) € R(a/u).
Segundo SEARLE (1971), o melhor estimador line-

ar imparcial (MELI) de “ij e:
uij = 9y + ai + bj + Yij
onde ¥iq, ™ f yijk/nij X

De maneira que o MELI da expressao associada i

H, &
"3 » o b - -
? n Hij ~ ? Ny Hivg T Y500 T Y,

Em H,, a substituigao de Mi; pela sua expressao

faz com que:

n..n.,.
Ho: Zn . .(u+a,+b,+vy..) - - E -
2t & Myglet &5 % 5y * gyl j§ Mg A thytyyg) =0

|
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Desenvolvendo a expressao, obtém-se:

n? 5. B o
Hyt (ny =~ L Ell)ai « 3§ ¥ —l%—i-J-ar +
' j 3 ifi' j .J
: n;. L P
+ T (n,. - )'Y s L L —'J'__'J'Y-l- =0
i n Mo T S, :
j i B § Ry *
Analogamente, a substituigao em H,, resulta:
ne . tha e a i
H: (-2 2)p, - ¢ ¢ 212 b 4
LI S DR A P L TS SR

L ( Eii) ;g oiglijl 0
+ n - Yis = Yeze =
i 0 my Ty gy g My, 1D

As somas de quadrados apropriadas para os nume-
radores de F(H,) e F(H,) sao R(a/u,b) e R(b/u,a), respectiva -
mente, obtidas pelo ajustamento do modelo,

Yigk =Mt a5 Y byt ey

Finalmente, com relagao a Hg, tem-se:

HS: l-lij = uinj = uijv * uiljl =0

ou, equivalentemente,

He? %32 = Yang ™ Ysar * Yiige ® L

1) 1) 1]
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Através do exposto, questoes interessantes poden
ser levantadas. Caso se considere a interagao no modelo, 0s con
trastes do tipo a, - a;, ou bj - bj' nao sao estimaveis ja que
nao existe nenhum contraste entre os “ij que oS repr?sente.' ou
seja, nenhum contraste entre os ai. ou entre oS bj' € possivel

sem a presenga, pelo menos, da interagao.
Em nenhuma das hipoteses associadas ao Método do

Ajustamento de Constantes, a nao ser H , exigem que nys > 0.

A exigéncia de que gy > 0, em H,, € fundamental ja que bij s0
g estimavel nessas condigoes. Entretanto, mesmo existindo fun-
goes lineares nao estimaveis, entre os Mij que compoem H,,pode-
ra existir uma combinacao linear estimavel dessas fungoes.
Assim, por exemplo, seja:

O11,22 % ¥y ~ Hyp T Hay Y Mgy

O13 33 T My = Hyg = My * Mgy
com n,, = 0. Ora, se n,, =.0' nem e!l.zz. nem 6,3’33 sao estima
veis, ja que u,, nao o €. Mas, tomando-se
- = - - + + -
9,22 Np—— Moo 7 Hy2 T Hay Hyg 7 Hy, Has

verifica-se perfeitamente que 0,, ,, - 0,, 5, € estimavel pois
u,, nNdo esta presente. ' '

Um outro aspecto a ser considerado € o estabele
cimento de restrigOes nao estimaveis aos parametros do modelo.
Sabe-se que estimativas de fungoes estimdveis e testes de hipo-
teses testaveis s3ao invariantes a escolha de condigoes nao esti
maveis. No entanto, o estabelecimento de condigoes nao estima -
veis altera completamente a formulagao das hipoteses. HARVEY
(1975), cita o caso, também comentado por HOCKING e SPEED(1975),
onde o estabelecimento de algumas condigOes nao estimaveis mu-
dam completamente a hipotese testada. Uma pratica recomendivelé
associar essas restrigoes, caso existam, as hipoteses formula -
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das, ou, melhor ainda, formula-las em termos de fungOes linea-
res estimaveis.

Pode-se notar, pelas hipoteses formuladas, que
a interpretagao dos resultados € grandemente facilitada caso
nio seja considerada a interagao.

Em (42), vé-se que se Xi5k 0, para todo i,j e
k, entao:

E(a'Q) = a'Ca + (v - 1)o?.

A hipotese de igualdade dos efeitos dos niveis
do fator A €& dada por:

Hl: a, - a,, = 0, para todo i # i',

ou, de outra forma:

Caso H, se verifique, tem-se que:
E(3'Q) = a%j'Cj + (v - 1)o? .

Como j'C = 0', pode-se verificar que a'Q/(v-1),
sob H,, € um estimador imparcial de o?. Ou seja, F(H ) testa a
hipotese de que o efeito dos niveis de A € constante. Racioci-
nio 'analogo vale para o fator B.

Ja, a soma de quadrados R(a/p) esta associada a
hipdtese:

" 1 - - . .
H: a;, + =— L nijbj sao iguais para todo i,

1. j
ou seja, R(a/u) € a soma de quadrados apropriada para o teste
da hipotese em que os efeitos dos niveis de A, na presenga de
uma média ponderada dos efeitos dos niveis de B, sao iguais pa
ra todo 1i.
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Na anilise de covariancia, as hipoteses a serenm
testadas podem ser colocadas de maneira analoga as da analise

da variancia. Nesta discussao, o modelo basico a ser considera

do sera:

n ™~

Yoot = 3 ® g * by # c(g)xﬁﬁi +

ijk 1 j ijk

g=1
ou seja, o modelo sem interagao. A significancia desta podera,
se necessario, ser testada pelo procedimento indicado atraves
de (55).

Conforme visto anteriormente, hipoteses testa -
veis sao aquelas expressas em termos de fungoes linecares esti-
maveis. Torna-se interessante, portanto, verificar a estimabi-
lidade de funcgoes lineares de parametros na analise de covari-
ancia.

Sabe-se que, através da teoria das fungoes 1li-
neares estimaveis e considerando-se o sistema de equagbes nor-
mais C*a =Q*, um conjunto de fungoes lineares K'a sera estima-

vel se houver uma matriz A .tal que o sistema:
k! = ATE® (57)

tenha solugao.

Ora, pelas caracteristicas de C*, vé-se facil-
mente que C*j = 0, de forma que (57) sera compativel se K' sa

tisfaz a condigao:

K'j = 0.
Assim, conclui-se que K'a € estimavel sempre
que for um contraste entre os niveis de A. Identico resultado
pode ser estendido aos niveis de B.
Com relagao ao parametro c, toda e qualquer fun
cao linear dos coeficientes de regressdo € estimavel ji que c
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também o €. Uma hipotese comumente formulada acerca desses coe
ficientes € que K'c = 0, onde K' = Ip. 0 que corresponde a tor
nar

sz £ = Q.

Por (42), ve-se que:

E(a'Q*)

a'C*a + (v - 1)o?

e, por (46),

>
n

Caso H;: a - ja = 0 se verifique, pode-se no-

tar que a'Q*/(v-1) € um estimador imparcial de o? e que a ra-

za0:
a'Qq*/(v - 1)
F(H,) =
QMR*
tem distribuigao F central com (v - 1) e (n,, -t -p - v + 1)

graus de liberdade.

Observando os resultados obtidos por DIAS(1981)
pode-se notar, ressalvando-se a diferenga de notagao, que as
somas de quadrados obtidas pelo Processo do Residuo Condicio -
nal e pelo Método do Ajustamento de Constantes, testam a mesma
hipotese. Nota-se ainda, que a hipotese de nulidade formulada
por esse autor, €:

Hy: 2a=10

se for utilizada a notagao deste trabalho. Essa mesma hipotese
poderia ser escrita como:

Hge K'g = U

onde K' = I .
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Ora, se observada a condigao (57) de estimabili
dade, observa-se que nao existe A' tal que A'C* = I, ja que
C* & uma matriz singular. De modo que a referida hipotese deve
ser formulada sob a forma de funcoes lineares estimaveis, uma
das quais € dada por (28).

Com relacdo a regressao, através de (44), tem-

-S€.
E(c'R,) = c'R,c + po

e, por (48),

A2=LC|R2C
2 — -
20

]
1o
-
(Ngll

Da mesma forma, sob H,: ¢ 'R,/p € um esti-

mador imparcial do residuo e a razao:

C'R,/p
F(HZ) — Y O
QMR*
tem distribuigao F central commpe (n,, - r - p - v + 1) graus

de liberdade.

A soma de quadrados §'g*. conforme se demonstrou
no item 3.6.4., pode ser decomposta num conjunto de (v - 1) par
tes independentes, desde que a condigao kiM*'lg. = 0 seja sa-
tisfeita. Como a'Q*/o? tem distribuigao x?,cada qi/oztambém se
distribui independentemente como um x?, o que permite dizer

que a razao:

S.Q.H;
QMR*

sob a hipdtese H.:kia = 0 tem distribuigdo F central com 1 e
(n,, -r-p-=-v+ 1) graus de liberdade.
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Se for observada a formulagao das hipoteses na
analise da covariancia, nota-se que sao as mesmas da analise
da variancia. Assim, por analogia, pode-se dizer que a hipote
se testada em (55) é€:

Hs: YIJ - YI'J = Yl]’ + Yiljl = 0.

Da mesma forma, pode-se dizer aqui, que se H,
nao se verifica, os testes de significancia para os efeitos
principais e para a interagao podem ser obtidos pela analise
da covariancia através do Método das Somas de Quadrados de Mé

dias Ponderadas.

L.6. Exemplo numérico

0 exemplo que aqui sera discutido refere-se a
um experimento onde a varidvel dependente y € o nimero de ro-
sas vendaveis, sendo que, cada repetigdo esta localizada em
uma estufa. A variavel X(l),foi incluida com a finalidade de
estabelecer um tipo de controle sobre a variabilidade dentro
de cada repetigao, de acordo com FEDERER (1557), de onde fo-
ram retirados os dados 'aqui apresentados. A variavel x(?) ¢
ficticia e foi incluida a fim de melhor exemplificar as fSrmg
las propostas por este trabalho.

Na tabela 5 encontram-se os valores das varia-
veis vy, X(l) e X(z), sendo que, na repetigao I, foram tomadas
duas medidas para o tratamento 1 e uma medida para os demais,
enquanto que, na repetigao II, no primeiro tratamento, fez-se
apenas uma observagao e duas para os restantes.
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Tabela 5. Valores observados das variaveis y, x{) o x ).

T;ﬁ}nmento; Repotigao 1 ' Ropetigno 11
Yy 27 1R 19
x(+) 5 5 4
x(#) 4 A 3
Y, 31 52 57
x (1) 3 5 5
x(2) 2 a 4
Y, 34 52 33
x (1) 2 . 1 1
x(2) ] 5 3
Y. 18 60 45
x(1) 4 2 2
x(?) 3 2 1
¥s 31 S0 40
x(‘) 1 3 3
x(2) 5 1 ,

h,6.1, Sistema de equagOes normals

O sistema de equagOes normais X'XE = X'y, des-
considerando a média, considerados os dados da tabela 5, &:



O/,

50 0 0 0 5 2 ! i 4.8 2.2 |[a,] 64
0, 3 0 0 0 E 1 2 E s, 8 1,2 ||a 140
0 0 3 0 0 1 3 -5, 0.2 |la, 119
0 0 0 U 2 i-1,2 -2,8 |[a, 143
IS SN MGl § LY R I
2 1 1 1 16 01 1.6 1.4 b | " 179
1 2 2 2 210 9 1-1,6 -1,4 [|b, 404
4,8 5,8 =5,2 =1,2 -2.211.6 -l,b?SZ.DS 5,006 El -45,13
(2,2 1,2 0,2 -2,8 -0,811,4 -1,41 5,06 26,93 |2, ] -29,806

onde a linha pontilhadn permite uma melhor visualizagio das ma
trizes o vetores representados anteriormente.

A partir do sistema goeral X'XE = X'y poderao sor
obtidos outros sistemas menores, perfeitamente equivalentes.
Estes sistemas sao:

a) Lquagoes normals para estimacgio dos niveis de A ajus-
tados para B, ignorando as variaveis auxiliares.

(40 -10  -10 =10  -10) [ @, ] (-41,0 7]
-10 43 -11 -1l -11] | @, 19,5
Licto -1 a3 s o-un| |G, | =] 21,5 | (58)
Blao -1 - a3 -1 | &, 22,5
-10  -11  -11  -11 43) L a, J [ 0,5
Esso sistema ¢ obtido por (10) fazendo xijk - 0

para todo i, j e k.

b) Equagoes normais para estimagao dos coeficientes de
regressao.

Considerando (14), os coeficientes de regressao

para o caso dos dados da tabela 5, sao obtidos do sistema de
oquagoes:
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28 -4 c 27,333
(59)

-4 65.6] | C, 32,600

c) Equagdes normais para estimagao dos efeitos dos ni-
veis de A, ajustados para B e para a regressao.

Através de (13), esse sistema é€:

©1.5460 -1,1287 0,1008 -0,2751 -0,2430)[3,] (-37,9300)

-1,1287 11,8982 -0,0225 -0,4031 -0,3439| (3, 22,1082

0,1008 -0,0225 1,5407 -0,6894 -0,9296(|a,( = | -4,5208

-0,2751 -0,4031 -0,6894 2,0945 -0,7269||3, 21,2644

-0.2430 -0,3439 -0,9296 -0,7269 2,2434](a ] | -0,9219
(60)

Facilmente se verifica que os sistemas (58) e
(60) nao tém solugao Unica, enquanto que (59) tem apenas uma
solugao. Estimativas Unicas- para a, podem ser obtidas aplican
do-se a restrigao j'a = 0. Assim, os vetores das estimativas
dos efeitos dos niveis de A, ajustados para B; dos niveis de
A, ajustados para B e para a regressao e dos coeficientes de
regressao sao:

~14,7600) -20,9758]
6,7733 2,0630
" ) 3.1692
4= -0,2266 : a = 5,1318 e ¢ =
- 1,6841
?,2733 10,5904
_ 0,4400] | 3,1907
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riormente,

SQR* = (
donde ,
SQR* = 2

ou,

69.

.2. Analise da variancia

De acordo com as formulas apresentadas ante -

tem-se que:

y'y - © - Q'M'Q - (B'K'B-C) - Z'R,, por (20)

435,7333 - 912,70 - 864,8999 - 141,5251 = 516,6082
S.Q.A(ajust.para B e regr.) = a'Q*, por (29)
S.Q.A(ajust.para B e regr.) = 1040,2786

Alternativamente, poderia ser feito:

S.Q.H, = 3'Q* = (K'a)'(K'M* 'K)"'K'a ,  por (27)

cujos valores numéricos do exemplo sao:

(K rM*- 1 K) _1=

[1,357352078 0,888986525 0,094463972 0,3804920961
0,888986525 1,137082600 0,127416521 0,377562975
0,094463972 0,127416521 0,775483303 0,292179261

0,384920900 0,377562975 0,292179261 0,696250730

1,546042365 -1,128651060 0,100780379-0,275139355‘
-1,128651060 1,898216278-0,225195118-0,403121516

0,100780379-0,022519512 1,540691194 <0,689409141

t0,275139353-0,403121516-0,689409141 2,094537355 |
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-24,166520230]
-1,127709453

K'd =
- 1,941124787
7,399677792
sendo que:

1 0 0 0 -T

0 1 0 0 -1

K' =

0 0 1 0o -1
0 0 0 1 =1

e M* = C* - A*, onde A* € a matriz de restrigao,tomada como
sendo:

A* = (-1,12865106)J (61)

onde J € uma matriz 5 x 5, cujos elementos constituintes sao
todos iguais a unidade.
Efetuando o produto, obtém-se:

;a‘lg* = (K'é)'(K‘M*dlK)-l (Klé) 5 1040,2786

A tabela 6 sumariza os resultados obtidos a-
través da aplicagao das formulas apresentadas anteriormente
aos dados da tabéla S.

Se B fosse considerado um fator de interesse,
a analise se faria de modo idéntico aquele feito para o fa-
tor A. A tabela 7 resume esses resultados.



Tabela 6. Analise da covariancia linear dos dados apresenta-
dos na tabela 5, onde o fator A refere-se a trata-

mentos e B a repetigoes.

Causas da Variagao GL S0, Q.M. F

1 864,8999

A(ajust.para B) 4 912,7000

Regressao 2 131.5251 70,7625 0,958 ns
7 516,6082 73:;8011

B(nao ajustado)

Residuo(ajust.p/regr.)

A(aj.para B e p/regr.) 4 1040,2786 260,0696 3,523 ns

Total 14 2435,7333

Tabela 7. Analise da covariancia linear dos dados apresenta-
dos na tabela 5, sendo B o fator ajustado.

Causas da Variagao GL - 8+0s Q.M. F

A(nao ajustado) 4 1344,3999

B(ajust.para A) 1 433,2000

Regressao 2 141,5251 70,7625 0,958 ns
7

Residuo(ajust.p/regr.) 516,6082 73,8011

B(aj.para A e p/regr.) 1 456,3692 456,3692 6,183 *

Total 14 2435,7333

4.6.3. Médias ajustadas dos niveis dos fatores A e B

As médias ajustadas dos niveis de B sao, por

(21): )
ji +b=K'[B-NEG- D



192.,5474517
B - Na- Dc =
394,4525483

donde ,
32,09124195
lﬁ “ l_) = £ 58
43,82806092
Consequentemente,
i = 37,9597
e,
-5'3684
5 -
5,8684

Pelo mesmo raciocicinio, obtém-se, por (24):

(16,9839 ]
40,0226
43,0914 | = R™'[T - Nb - AZ]
48,5500

ra.

=}
+

e
n

41,1503

Naturalmente,

-

i = 16,9836 + ... + 41,1504 = 37,9596

e os ﬁi sao os mesmos apresentados anteriormente.
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L.6.4. Matriz de dispersao para a

De acordo com (19), a matriz de dispersao para

1
o

D(3) = M*"'C*M* T 102

Para M* = C* - A*, sendo A* dada por (61) « C*
por (60), tem-se:

" 0,60036906 0,17005272 -0,37616871-0,18152899 -0,21272407)
0,17005272 0,45619800 -0, 30516695 -0,14640890-0,17467486
D=|-0,37616871 -0,30516695 0,59120093 0,01650849 0,07362624 |0
<,18152899 -0,14640890 0,01650849 0,32919156 0,01776215

_-0,21272407 0,17467486 0,07362624 0,01776215 0,33153485]

Assim, por exemplo, a variancia do contraste

5 )
n

f, - m, = 48,5503 - 16,9836 = 31,5667
ou, ainda,
Y =3, -3a = 31,5667, &:
V(Y) = (4,, +d,, - 2d ,)c?
ou, $(¥) = (1.292618628) (73,8011) = 95,3967.

Vé-se, facilmente, que o contraste do tipo

aj - a, € estimavel, pois o sistema

c*A = k
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tem solugao, ja que 1,5460 + + (-0,2430) =0 e

I+ 0% ... «1+0=%¥, ouseja, j'6* =0 e 'k = b

4.6.5. Matriz de dispersao para ¢

A matriz de dispersao para C, considerando

(20), €:

D(E) = R]'o?
Considerando os dados do exemplo:

0,108084359 0,006590510

D(c) = g
0,006590510 0,046133568



5. CONCLUSOES

a) Caso seja (2) o modelo adequado, a interpretagao das
hipoteses testadas € feita sem grandes dificuldades tanto na
analise da variancia como da covariancia, mesmo que exista al

gum nij = 0. Assim,
a'Qr/ (v - 1)
F(H,) = :
QMR*
testa a hipotese H : a; - a;, =0, para todo 1 # i',
§'82/p
F(H,) =
QMR*

testa a hipotese H,: ¢ = 0

e, respeitadas as condigoes de estimabilidade e que:



kiM*-lkj = 0, para todo i # j. a razao

$.Q.H,
F(H,) =

QMR*

possibilita testar as sub-hipoteses Hi: k 1.2 wws weds

e
1

o
’-l
It

b) A presenca da interagao no modelo altera completamen-
te as hip6teses,tanto na sua formulagao, como na sua utilidade
pratica. Assim, a Unica hipStese de interesse para ser aquela
que expressa a nao significancia da interagao, ja que as  de-
mais, além de dificil compreensao, dificilmente se aplicam na
pratica. Além disso, H, depende de n,; para que a estimabilida
de se verifique, o que torna a hipotese extremamente dependen-
te das condigoes particulares de cada ensaio.

c) A formulagao das hipoteses deve ser feita, de prefe -
réncia, em termos de fungoes lineares estimaveis. Caso contra
rio, devem ser associadas a elas, as restrigoes nao estimaveis
que possibilitaram expressa-la como tal.

d) O Método do Ajustamento de Constantes tem como Unica
desvantagem, além da maior dificuldade de calculo, o fato de
produzir somas de quadrados viciadas para os efeitos principa-
is. Entretanto, mesmo nos casos de classificagoes balanceadas,
onde tal fato nao ocorre, o estudo da interagao € que, realmen
te, tem maior interesse.

e) As hipoteses a serem testadas nos casos de classifica

goes balanceadas sao facilmente obtidas, bastando que se facga

n.. = n.
1)
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1. LISTAGEM DO PROGRAMA PARA AS ANALISES DA VARIANCIA E DA
COVARIANCIA DE DADOS DE UMA CLASSIFICAGAO DUPLA.
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SEXTENDED PRECISION

$]0CSICARD,1132PRINTER,DISK)

PRSP RN SRR PSR PRI SRR RN LRSI BR S RN SRR ERET LRI RGO T RERE S

» &

® ANALJSES DA VAKRIANCIA E DA COVARIANCIA LINEAR DE =

¢* DADOS DE UMA CLASSIFICACA(D DUPLA NAQ BALANCEADA *

pa ®

S0 839PEE NS RR P S RSV RERSERN RS ERL B RP VAR FD QARG USRI RS0

XNOME=TITULO DA ANALISE

NTAsNUMERU DF TRATAMFENTQS A

NTB=NUMERO DE TRATAMENTOS B(O0OU .NUMFRD U'F REPETIZOES)

NX=NUMERO LUt VARIAVE]S X

1AsCODIGU Lt TRANSFORMACAU DA VARIAVFL Y Lk ACOKRDU COM A
SUBROT INA TRANS

ALFASCONSTANTE Ut TRANSFNRMACAQ

NiloJ)=NUMERD DF DBSLRVACNES DOS FRATAMENTOS | E J

Yil,J)sVALURES DAS VARIAVEIS Y ESGDTANDO TODA : :

ol M OVAS AS OURSLRIVACNES DENTRY

NAB=0 - QUANDU O FATUR B REPRIESENTA ARLOCOS AD ACASD

NARs]l - FATURIAL A X 8 EM DELINSAMENTOD INTZIRAMENTE AU ACASU

NTB=1l, NAB=0 - DELINLAMENTO INTEIRAMENIE AN ACASO

INT=0 = NAQ CALCULA A INTERACAD

INT=s) = CALCULA A INTERACAD

(2l alal ol ol ol a N oo NN o NaRa N o N a NN aNaNa Nal o)



8l.

REAL MILIUe10)eMIT10:10)

1?[35??3?Ny¢"0"5(20’|~!10'12’|NJ‘12'09'5"B|l('vD(lZviloA‘(J"A‘j's

ZH;(IU' c;l (50’!!X|5|50’.Al!0!5’.7‘1?’02110|51QH'5051'5|5)'LX(IJ)|

SRETs » 0’10’|ZH(lOvS'vVHtD(10'00(10|o1lL(lUi'Hl‘5!5"UA|15'15"
ISI.OO(IOF.TALASGlOi.CAV(l9l.n2&l$l.dlﬁts.51.CASTlsl.thbl

- DATA CAV/*BLOCOS®, *NAD e tAJUST 'y PTRATS. ' P/, tRLGR. Yy "HLo gt ¢

v o W N p=e

-~ O

o0 ™

79
121

11

19

1,'R v e 0,0 1 0 v
26 .5S|DU v'0 "y'AJ Y, %A Y0y 00 e '
DATA AT/'NS','% V' ,oxgey
DEFINE FILE B135,6U,MV)
DEFINE FILE 9(3%,69,UMV)
DEFINE FILE 10035,63,U,KL)
READ(242) ( XNOME(J) 4y J=1,20)
FORMAT(20A%)
READ(2¢3)NTA¢NTHoNXy [IAsALFA,NAR,INT
FORMAT(4]15+F5.0,215)

DO 4 1=]1,NTA
READ(2¢5)IN(TeJd)eJd=]1,NTH)
FORMAT(1615)

WRITE(3,5) (XNOME(J)yJI=1,20)
FORMAT('1',T21,20A44)
WRITLI3,7)
FORMAT(TL7.86(%=2))
WRITE(3oUINTANTHoNXy IA,ALFA,NAR, INT
FORMAT(T219e4I5:F5.1,215)

DO 9 I=]1,NTA
WRITE(310)IN{IoJd)ed=]Ll,NTB)
FORMAT(T21,1615)
IFINX)TB.TB, 79

NY=(

NX=1]

GO TO 121

NY=NX

DO 11 I=1l,NTH

NJ(I)=0D

B(I)=0.

DO 11 J=]l,NX

R2A(J)=0.

P(J)=0.

CaAST(J)=D.

U(led =G,

XM(J)=0,.

D0 11 K=],NX

R1A(JoeK)=Do

X(JeK)=0.

DU 19 [=]1,NTA

00 19 JelyNX

AllsJ)e0.

SQINT=0.

G=0.

Rysl

o! R ] TIPS Y L



12

13

75
14

T4
80
180
15
181

182
17

183
184

17
185

16
76

18

275

190

sSoTorT=0

NC=0

DO 21 I=1,NTA

KK=0

DO 12 J=1«NTB
KK=KK+N(1l,J)
NJ(J)=NJ(JDI+NIT4+J)
NI(I)=KK
READ(2+13)(IYY(K)K=19KK)
FORMAT(8F10.0")
IFINY)T4e T4 75

DO 14 J=1,NX
READI2913)IXX(JeK)eK=1sKK)
GO TO 180

DO 80 JJ=1yKK
XX(1lyJJ)=0.
WRITE(3415)(YY(K)K=1,KK)
FORMATI(TL7+'Y"28F10.3)
IF(IA)182,182,181

CALL TRANS(YY KKe[A,ALFA)
IFINY)T6:T76,77

DD 16 J=1yNX

KT=1

KV=8

IF(KK=KV) 183,184,184
KV=KK

WRITE(391T)Je (XX{JeK)yK= KT:KV)
FORMAT(TL7.'X"911,8F10. 3!

IF(KK=KV)169164185
KT=KT+8

Kv=KV+8
IF(KK-KV)183,184%4,1R4

.CONT INUE

TT=0.

DO 18 J=13KK
TT=TT+YY(J)
SOTUT=SQOTOT+YY({J)%*x2
TII)=TT

G=G+TT

KT=0

DO, 21 J=1,NTB
DO 275 JJ=1sNX
QO‘JJ’;O.
KK=N(Iy¢J)
IF(KK)21y21,5190
TT=0.

.,NC=NC+1 1o B

DO B8] K=1,KK
KT=KT+1
B(J)=B(J)+YY(KT)
TT=TT+YY(KT) )

82. .



20
81

257

251

21

258

DO 20 L=1yNX

QAIL)=QQ(L)+XX{LyKT)
XMIL)=XM(L)+XX(LyKT)
PIL)=PIL)+YY(KT)®XX(LKT)
AlTsL)=A(L+L)+XX(LeKT)
DUJeL)=D(JsL)+XX(L+KT)

DO 20 MM=1 4 NX

X{LeMM)=X(L, MM)+XK(L-KT)‘XKCMM.KT)
CONT I NUE

IF(INT)21,21,257

DO 251 ML=14NX
R2A(ML)=RZ2A(ML)+QQ(ML)*TT/FLOAT(KK)
DO 251 MM=1,NhkX

RLIA(MLyMM) = RIA(ML;MMl+00lML)*QQ(MMl/FLUAT(KKI
SOINT=SQINT+TT*%2/KK

CONTINUE

SQIN=SQINT

IF(INT)259,259¢258

DO 252 I=1,NX

R2A(1)=P(]1)=R2A(])

. DO 252 J=14NX

252

253

254

255

256

259

R1IA(IoJ)=X{IsJd)=R1A(],J)
KK=0

DO 253 I=1yNX

DO 253 J=1¢NX

KK=KK+1

YY(KK)=R1A(I,J)

CALL MlNV(YYQNX,DELT!LX|MX)
KK=0

DD 254 I=14¢NX

DO 254 J=1yNX

KK=KK+1

R1AlI+J)=YY(KK)

DO 255 I=1¢NX

DO 255 J=1lNX

CAST(I)= CAST(IifklA(le’*RZA(J’
SQREI=0.

DO 256 I=1lyNX
SQREI=SQREI+CAST(I)*R2A(])
OMREI=SQREI/FLOAT(NX)
NRO=0

NTOT=0

DO 22 I=1,NTA

22

23

NTOT=NTOT+NI{I)

. CC=G%%2/NTOT

SQTOT=SQTUT-CC
WRITE(3,7)

DU 26 I=1,NX
PCI)=P(I)=XM(L)&G/NTOT

DO 23 J=1,NX
X(IsJ)=X( Lo Jd)=XM(TI)%*XM({J)/NTOT

83.



24
25

26
143

27
28

29
30

31
32

a3

34

.+ 35
36

37
38

39

DO 2% K=1oNTA

Al(Ke I)=AIKs1)=NI(K)EXM(I)/NTOT
DO 25 L=1,NTB

DILy I)=DI(Ls1)=NJIL)*XM(I)/NTOT
CONT I NUE

DO 28 I=1,NTA

DD 28 J=1,NX

TT=0.

DO 27 K=1,NTB
TT=TTeN(I:K)2D(KyJ)/NJI(K)
Z(1oJ)=A01:J)~TT

DO 30 I=1sNX

DO 30 J=1le¢NX

TT=0.

DD 29 K=1,NTB
TT=TT+DIKy I ) %D(KyJ)/NJ(K)
WlTeJd)=X{1ed)=TT

DO 32 1I=1,NX

TT=0.

DO 31 J=1,NT78B
TT=TT+D(J, 1 )2B(J)/NJ(J)
St(H)=P(]I)=-TT

KK=0.

DO 33 I=1,NX

DO 33 J=1yNX

KK=KK+]1

YYEKK)=W(1sJ)

CALL MINVIYYsNX+DELT, LX|“K’
KK=D.

DO 34 I=1+sNX

DO 34 J=1yNX

KK=KK+1

WIllsJd)=YY(KK)

DO 38 [=1,NTA

DO 38 J=1yNTA

TT=0. -

DO 35 K=]1,NTB

TT=TT+ILDATINII;K)*N(JnK))lFLOAT(NJlK))

IF({I=-J)36,37,36
ClIyd)=-TT

GO TO 38
ClIsJ)=NITI)-TT
CONTINUF

DO 40 I=1,NTA
DO 40 J=1yNX -
TT=0. -

DO 39 K=1,NX
TT=TT+Z({1+K)EWI(KyJ)
INLLleJ)=TT

DD 42 I=1,NTA
JT=D.
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58

59

60

61

62
63

64
65

66
67

68

69

70
71

72
73

196

DO 58 I=Ll,NTA

DO 58 J=1,NTA
KK=KK+1
MIIyJ)=YY(KK)

DO 60 I=1,NTA
TT=0.

DO 59 J=1,NTA
TT=TT+M(1,J)%*Q0(J)
TALAS(I)=TT
SQTBR=D. .

DD 61 I=1,NTA
SOTRK=SOTBR+TALAS(1)*00(1)
DO 63 [=1]NX

DO 63 J=1+NTA
Tf=0.

DO 62 K=1,NTA
TT=TT¢Z(Kel)#MI(KyJ)
ZWld,1)=TT

DO &5 I=1,NX

TT=0. '

DO 64 J=1,NTA
TT=TT+Zh(Je1)%Q(J)
S(I)=S(1)-TT

DO 67 I=1,NX

DN 67 J=1yNX

TT=0C. '

DO 66 K=1yNT4A
TT=TT+IW(RKy 1) %*2(KyJ)
WlleJd)=W{leJd)=-TT
KK=0

DO 68 I=1,NX

DO 68 J=1,NX
KK=KK+1
YY(KK)=h(1,J)

CALL MINV‘YYrNXvDELTva’MX)

KK=0

DD 69 I=1,NX

DO 69 J=1,NX
KK=KK+1 '
WlIyJ)=YY(KK)

DO 71 1=1.Nx

TT=0.

no 70 J= 1.Nx
TT=TT+W(1,J)%S(J)
BETA(I)=TT
NGLTA=NTA~-1
NGLTO=NTOT=1
SOBLO=0.
IFINTB-1)196, 196,72
DO 73 I=1,NTB
SQRLU=SQARLO+HB( I )%%2/NJ(])
SQBLOU=SQBLOU-CC
NGLTE=NTB-1
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82
83

197
84

240

286
85
261

271

260
270
264

154
155

156
157

87
88
89

90
91
92

93
86
95

NGL IN=0

SQRIG=D.

NGLRE=D

IFINY)197,197,.82

NGLRE=NX

DO 83 I=1,NX
SOQREG=SQREG+BETA(])#*5(1)
OMREG=SQREG/NX

IF(INT)2H69286,84
NGLIN=NC-NTA-NTB+]
IF(NRO}2409240485
SQINT=SQINT=-SOTAB~SQHLO-CC+SOREL1-SOR:G
QMINT=SQINT/NGLIN

GO TU 85

SQINT=O|

IFIINT)2604260,4261

NGRAR=NT(T=NC~-=NY

IFINY)2T0Us2704271
SORAR=SQTOUT-SQIN-SRREI+CCL

GO TO 264
NGRAR=NGLTO=-NGLTA=-NGLTB=-NGL IN-NGLRE
SQRAR=SQTOT-5QBLO-SQTAR~- SUIN] -~SQREG
OMRAR=SQRAR/NGRAR

"QMTBR=SOTBR/NGLTA

OMT=SQTAB/NGLTA

DO 155 I=LsNTA

DO 155 J=1yNTA

TT=0.

DO 154 K=14NTA

TT=TT+C(IsK)*¥M(JyK)

MI(I,J)=TT

DO 157 I=1,NTA

DO 157 J=1,NTA

TT=0e

DO 156 K=1,NTA

TT=TT+M(IK)EMI(KyJ)

DA(I,J)=TT

CALL 'CABEC(TT)

K1s12+NRI)

K2=13-NRO

IFINTB-1)86,86,87

1IF{NAB)88,88,90

WRITE(3,89)NGLTE,SGELO

FORMAT(/+T19, "BLOCOS NATm AJUST. w144, [24F19ad)

GO TO 86 '
IF(NRO)91,91,93
WRITE(3,92)CAV(4)yCAV(13),CAVI2),CAVI3) NGLTE BLL
FURMAT(/3T19,A06+A2yA4yAGsT44,12,F19.4) e i S
GO 10 86 |
WRITE(3,92)CAV(4),CAVIL2),CAV(2),CA SLTF

P g (2)yCAV(3) 4 NGLTA,SQBLOD
FC=OMT/QMRAR

87.



88.

KK=TEFE(NGLTA:NGRARLFC)
IFINTB=1)96,96,102
96 WRITE(3994)CAVI4)yCAVI3)4CAVI14)CAVI15) yNGLTAySUTAB UMY oFLyAT (KK)
94 FURMAT("rlg'nb'Ab'Az'Ab'r““'l?'F19-41F17-4.lB?.rll.;,ﬂz;
GO TO 106
102 IF(NAB)98,98,99
98 WRITE(3+94)CAV(4)sCAVI3)4CAVIS)sCAVIL) yNSLTASUTAB, LM 4FL o AT (KK)

GO TO 106
99 WRITE(3s100)0CAV(4)osCAVIKL) »LAVI3)oCAVIS) LAVIKZ) gNILTA9SITA,UMT oF

1C, AT (KK)
100G FUgMAT(/,TlQ.Ab.AZ.Aﬁgh?,AZ.]ﬁﬁ'lZvqucﬁvFl’ Go18ToFLlle3,A2)
60 10 106
97 IFINTB=-1)11014101,1%3
101 WRITE(3+94)CAV(4)9sCAVI3)4CAV(14),CAV(15),NGLTA,SOTAB
GO TO 166
103 IF(NAB)LU%, 1044105
104 WRITE(3+94)CAV(4),CAVI3)4CAV(5),CAVIL),N5LTA,50TA0
GU TU 106
105 WRITE(3,100)CAV(4)sCAVIKL)yCAVI3) 4CAVIS ) CAVIKZ) 9NGLTA 50T !
106 IF(INT)109+109,107 . R HEL B SR AR
107 FC=0OMINT/QMRAR
KK=TEFE(NGLINyNGRARyFC)
WRITE(3,10B)NGLINySQINTyDMINT yFCoaT(AK)
108 FORMAT(/,T19+ " INTERACAD A X 8'sT440125F19.45t 1704
109 IF(NY)L16,1164115 S EE ’ yFats P Ll e dehlv )
115 IF(INT)262,2624263
263 SOREG=SOKEI
OMRE G=QMREI
262 FC=OMREG/QMRAR
KK=TEFE(NGLRE s NGRAR, FC)
WRITE(3,111)CAVI17)4CAV(18)sCAV(19),CAVI14),CAVI14) 400
1) NGLRE SOREGy QMREGy FCy AT (KK ) ' SIS eSS A SR O
111 EgR¥ST;£aTlg’A5’A3'A4'A6!AZvA3vA2vT44vl?vqu.4.F17.4-lBT,F11.3.A2)
1lblzﬁlTkIB,ZZT)CAV(Q),CAV(10).CAV(16).CAVIlhl.cnv(lsy,NGRAR|S;QAR.DMQ
227 FORMAT(/+T194869A2,A3,A2,46,T44,12,F19.4.F
GO TO 229 e ’ FilaHa s
228 WRITE(3+227)CAV(9),CAVI10),CAV(LL),CA
229 WRITE(3,7) ’ yEAVLS) SLAVIE) y NORARY SO Ay UMKAR
IF(NY)236,236,230
230 FC=QMTBR/QOMRAR .
KK=TEFE(NGLTA, NGRAR,EC)
IF(NTB=1)238, 238,239 .
238 WRITE(3,94)CAV(4),CA
55 30 ?;5 Vi3), CAV(5,vCﬂV(f))vNoLTAvSQrﬂRQUHTﬂngL,Af[KK_)
239 1F(NAB)231,231,233 ‘
231 WRITE(3,232)CAV(4),CAV(11),CAV(5),CA
1,QMTBR,FCoAT (KK ) ’ VIT),CAVIB) 4CAVIG) 9NGLTALSATAR
232 FURMAT(/,T194A6,A3,A :
(‘0 TU 23; L] ? v 2'A3!A2’A6'[4’1'lzv"l‘?oq’l‘.‘l-f."'rﬂv’Fll. 5’-}.‘2,
233 WRITE(3,234)CAV(4),CAVIKL) oCAVIIL) yCAVIS) sCAVIKZ) sCAVIB) oL AVIS) o NG



lL"'SQTDRIOHloalitolllll'
234 FORMATI/oT19 Ab A2, A3,AL A2.A20AA Taholye b 19.4sFlTabsIHIsFL1.3,42)
235 WRITEL3,T)
236 WRITELDs23TINGLTOU,SQTOT
237 FORMATITLO,'T O T A L', Th3,13,F19.4)
WRITE(3,7)
DO 160 I=l,NIR
Ti=0.
DO L&l J=lgNX
161 TT=TTeLIl,J)*RETA(J)
160 YMED(I)=TT
DO 119 I=|,NTB
TT=0.
DO L18 J=|yNTA
118 TT=TTeN(Jy1)*TALAS(J)
119 YMEDII)={BU{I)=TT=YMED(T})/NJ(1)
XHli=0.
DD 120 I=LlyNTH
120 XMIsXM]+YMEDII)
XMI=XMI/NTD
DO 250 I=1.NTA
250 YMED(T)=XMIe¢TALAS(I)
WRAITEI3 127 )XM]
127 FORMAT(//7,T21"MeNIA GERAL = *yF12.0)
IFINAB)212,2124213
212 KK=l4
GL YD 219
213 KK=12+NARW) .
215 WRITE(34214)1CAVIRK) .
214 FORMAT[/77:T34,"TLSTL DE UUNCAN PARA 41 D1AS AJUSTADAL sk T2ATaMe T
1S *,A2)
DO 249 [=1l,NTA
249 LX(1)=NI(T)
CALL UODED&GIYMED LXsNTAs [A)ALFAynhidAR,QMAAL DDA)
WRITE(3,128)
128 FORMAT(//7Tale'™M A §T R | ¢ Dt D1 SPE > A V)
NRITE(3,T)
DO 166 I=1,NTA
KT=1 .
KV=g4
125 IF(NTA=KV)I6241062,10L13
162 KV=NTA )
163 WRITE(3o164)1s(DALLsJ)oJ=KTRV)
164 FORMATITIT'LINHAY o ] 444F1H.)
IFINTA=KVY) 166, 186,165
165 KT=KT+4
KVshV o
GO TO 12%
166 CONTINUE
L MRITELD. 1)
IFINY 121642104217
211 MWRITE(3,214)



218 FORMATIZ/ T2T,'m A T @ | / {1l D ISP R NAY - |

1EGRES S AU

WRITE(3:T7)

DO 219 I=lenX

KYal

RY=4
223 IFINK-RVI220,220C.:221
220 KVeNX
221 WRITEL3o 1061 1o INITod)sJoRToRY]

LEINK=KV) 219,219,222
222 KIekTe4

KVesKVeh

G0 TD 223
219 CONTINUE

wRITE(3s 7)
216 IFINROIL31e 030,142
131 IF(NAB) 142,142,132
132 NRQO=]

D0 143 Isl,NTA

LXU1)=NI(])
133 YY(l)eT(1)

DO 134 Isl,NTB

INLCI)=NJLT )
134 T(1)=Bil)

DD 135 IslyNFA

NJETI=LXTT)
135 B(I)=yY(I)

DO 139 I=iyNX .

DO 136 Jul,NTA .
136 YY{JI=A(Jde])

DO 137 J=1,NTB
137 A(Jy1)=DIJs 1)

DO 138 J=l,NTA
138 DIJy L)=YY(J)
139 CONTINUE

IFINFA=NTR ) 2405 246,247
246 KVeNTB

GO TU 248
247 KVeNTA
2648 D0 140 I=]l,kV

DO 140 Jal,kY

IFL1-J1265,1405140
245 KTeNl14J)

NilyJdI=N{Jsl)

NUJyl)=KT
160 CONTINUE

DO 141 IsL,yNIA
11 LXUI)=D.

KKaNTA

NTA=NTB

NTB=KK

Kyr)

90 .



GO TO 143
142 GO 10 1
END
LFEATURES SUPPURTED
ONE WORD INTFGERS
EXTENDED PRECISION
10CS

CORE REQUIREMENTS FOR
COMMON 0 VARIAHLES 3758

END OF COMPILATION
// XEQ 3
*FILES(10+DUNC)
*FILES(8+TARF1)

*FILES(9,TABF5)

2. SUBROTINAS E FUNGOES UTILIZADAS PELO PROGRAMA

PROGRAM

55064

91.

Subroutine MINV - subrotina para a inversao de matrizes.

- Subroutine CABEC - subrotina que escreve o cabegario da

analise da variancia.

)

can.

- Function TEFE - fungao que executa o teste F.

Subroutine ODED6 - subrotina que efetua o teste de Dun-



92.

3. EXEMPLO, ATRAVES DO PROGRAMA, DA ANALISE DE COVARIANCIA

DOS DADOS DA TABELA 5.

T S S S e S S W S R U W e N S G s MR P W WY e e G G G SR S G S D D S S e e g S

n6oo*2 000°1 000°¢g ZX
IR VAL 000°€ 000°1 1X
Couecy V00° 0% 000° 1€ A
anael 0co°2 000°€ ZX
CO02 000°*2 000°% 1x
Q00°6Y 000°09 . 000° 8¢ A
ROV ¢ 006G°¢ 000°1 ZX
201 000°1 000°2 1x
100°¢ € v0G*2s N00°*%E A
LeGey . JU0tY 000°2 2X
SRR 000°S 000°¢ 1X
rco*Ls 000°2¢ 000° 1€ A
GO 0GO0°* Y 006GC*% Z2X
{nasy 000°S 000°S 18’
0061 600°81 0%0°12 A

F4 1

k4 1

P4 1

2 1

1 4

0 1 G*a 0 z 2 S

O e S e e D W S G D S D e R G S S T S S S e e S e W e S D b e G G5 e D S D W e S WD e D D ST R R S S G S e S ————

LAV i1 W4S 073300W

' [JNVINVADZ 30 3SIIvhv vd OVIRIT1dv 30 DNdW3X3
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SNRGE®C 6291°C1 1%26° 141
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66689940 1 *1SNry OVN 9°S1ivyl
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IS -alind WI¥IJIO OVN 2 ¥V S OH3IWNN 30 SUIN3WVIVYL SD

1€ 2¥IKT WINIATIA DYN T v & Od¥d3IWwNN 30 SOIN3WVLIVYEL SO
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