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O objetivo do presente trabalho é estabelecer 
uma teoria para as análises da variância e da covariância em 
classificações duplas não balanceadas. Para tanto utilizou­
-se o Método do Ajustamento de Constante, introduzido por 
YATES (1934), como gerador de estimativas e somas de quadr! 

dos. 
O modelo linear básico é: 

Y"k = ~ + a: + b. + y .. + r c(g) X~~k) + e" k 1) 1) . 1) g= 1 1) 1) 

onde y .. representa a interação entre os niveis dos fatores 
1J 

A e B. 
Entretanto, para maior facilidade nas deduções 

teóricas, utilizou-se o modelo sem interação, ou seja: 

Y" k = ~ + a. + b. + 
1) 1.) 

r c(g) xfg)·~ + ei)'k 
g=1 

ou, na forma matricial, 

v = i~ + X a + X b + X c + ~ 
~ ~ 1_ 2_ 3_ _ 

Mesmo assim, além de um estudo completo acer­
ca dos testes de significância para os efeitos principais e 
para a regressão,ê apresentado, ainda, um procedimento no 
sentido de verificar a significância da interação. 
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As principais conclusões deste trabalho sao: 

a) nos casos onde a interação não está presente no modelo 
o teste de significância para os efeitos principais é um teste 

exato; 

b) a presença da interação no modelo 
ra a interpretação das hipóteses, além de 
os testes para os efeitos principais; 

dificulta sobremanei 
tornar aproximados 

c) as hipóteses devem ser formuladas, preferentemente, em 
termos de funções lineares estimáveis. Caso contrário, deverão 
ser associadas ã essas funçõé~ d~ ,e~trições não estimáveis que 
possibilitaram expressá-la como tal. 
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The objective of this dissertation is to ~tablish 
a theory for the Analyses of Variances and Covariances in unba­
lanced crossed classifications. ' For this the Fitting Constants 
~Iethod, due to YATES (1934) was used as a generator for estima­
tes sums of squares. 

The basic linear model was 
p 

Y .. k· lJ + a .' + b. + y . . + L 
lJ 1 J lJ g= '1 

C (gl .,(g) + e 
.... ijk ijk 

where y • • represents the interactions between factors A and B. 
lJ 

However, for simplicity in theoretical develop-
ments, the model without interection parameters was first con­
sidered, that is 

or, in matrix form, 

v = ilJ + X a + X b + X c + e 
~ o!. 1- 2- 3-

In addition to a study on significance tests for 
main effects and regression, a proceding to test interaction is 
also presented. 
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Thc maln conclusions of this work are: 
a) when the interaction is absent in the model, the test 

of sigllificance for the main effects is sharp; 
b) the presence of the interaction in the model turn dif 

ficult the undcrstanding of the hypothesis, turning the tests 
close for the main effects; 

c) the hypothesis must be formulated, mainly, in term of 
estimables linear functions. Otherwise, must be associated to 
those functions, the nonestimables conditions, that permited 
the expression such as. 



1. 

1. I NTRODUÇ~O 

As classificações não balanceadas podem ser sub 
divididas em três categorias principais. A primeira é aquela 
onde cada observação pode ser representada; matematicamente, ! 
través de um modelo de clas~ificação simples. Neste caso, o nú 
mero diferente de observações para cada tratamento, em nada mo 
difica a análise tradicionalmente feita através dos totais mar 
ginais. 

A segunda é aquela onde se tem um modelo declas 
sificação dupla, cujo número de observações por tratamento é di 
ferente mas proporci'onal. A proporcionalidade entre o 
de observações mantém a ortogonalidade das estimativas, 

~ nwnero 
obti-

das através dos totais marginais, mantendo, consequentemente . 
a aditividade das 'somas de quadrados. 

Finalmente, uma terceira categoria onde o núme­
ro de observações, além de desigual, é desproporcional. Os da­
dos aqui enquadrados, requerem um tipo especial de análise pa­
ra que as estimativas obtidas não resultem confundidas. 

Uma classificação é dita balanceada quando o nú 
mero de observações é constante para todas as combinações dos 
níveis dos fatores ou tratamentos, caso contrário, ela é dita 
não balanceada. 
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Nas classificações balanceadas, as estimativas 
e as somas de quadrados necess5rias aos diversos testes dv 
significincia podem ser facilmente obtidas atravis dos to­
tais marginais e, a161n do mais, existe um concenso geral so­
bre as hipóteses que estão sendo testadas. 

Os mitodos de análise de classificações lJao ha 
lanceadas são, geralmente, extensões da metodologia de análi 
se das classificações balanceadas. entretanto, essas exten­
sões podem ser feitas de muitos modos, que, diga-se de passa 
gem, nao convergem a resultados únicos, fato esse que pode 
conduzir a alguma confusão na interpretação dos resultados. 

Em geral, tais mitodos são mais complexos, se 
comparados àquele apropriado para a análise de classificações 
balanceadas, tanto na fase de cálculos como na interpretação 
das hipóteses testadas. Assim, o estudo de alguns desses mi­
todos não pode estar, de forma nenhuma, desvinculado das hi­
póteses a esses métodos associadas. 

O presente trabalho estabelece a teoria geral 

das análises da variância e da covariância de classificações 
duplas não balanceadas, pelo Método do Ajustamento de Cons­

tantes , considerando um modelo do tipo I, ou de efeitos fi­
xos, e a presença de E variáveis auxiliares. 
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2. REVISÃO DE LITERATURA 

YATES (1934) apresenta diversos métodos apro­
priados para a análise de classificações não balanceadas, con 
forme se verificam a seguir: 

a) Método das Médias Não Ponderadas 

Este método tem como pressuposição básica a ho 
mogeneidade entre as variâncias das médias das subc1asses, a 
qual só é conseguida se o número de observações em cada sub 
classe ou célula não diferem muito entre si. A proposição des 
te método deve - se à sua facilidade de calculo e tem como prin 
cipa1 desvantagem o fato de que as suas somas de quadrados di 

vididas por 0 2 (SQ/02) não tem distribuição X2 • O quadro da 
análise da variância pode ser resumido como na tabela 1. 

Na notação utilizada na tabela 1, 

= ab/ C E 
ij 

l/n . . ) 
1J 



.1. 

sendo a o número de níveis de A. b o número de níveis de B e 
SQR, a soma de quadrados do resíduo. constante para todos os 

métodos. 

Tabela 1. Esquema de análise da variância associado ao Método 
das Médias Não Ponderadas. 

Causas da Variação Somas de Quadrados 

I: (x. - ) 2 A nh x 
i 1. . . 

B I: (x . - ) 2 nh - x 
j . J . . 

AB I: (x . . -nh - x· - x + x 
ij lJ 1. • j 

Resíduo SQR 

b) Método da Soma de Quadrados de Médias 
Ponderadas 

) 2 

Este método, segundo o autor, é apropriado para 

a análise da variância de classificações duplas não balancea -
das onde deva ser considerada a interação. Todas as somas de 

quadrados a ele associadas, divididas por 0 2 , têm distribuição 

X2 permitindo, dessa forma, testes exatos tanto para a intera­
çao como para os efeitos principais. O método é resumido na ta 
bela 2, onde: 

XI = I: w.x. / I: w. 
i 1 1. i 1 

x
2 

= E v.x ·1 E v. 
J J .J J J 



W. 
1 

= b 2 (I: l/n . . )-I 
j 1) 

5 . 

e 

Tabela 2. Esquema de análise da variância associado ao Método 
da Soma de Quadrados de Médias Ponderadas 

Causas da Variação Somas de Quadrados 

A 

B 

AB 

I: w. (x. 
i 1 1. 

I: v.ex . - X
2

)2 
j J oJ 

R(Y/J.I,ct,B) 

c) Método do Ajustamento de Constantes 

o Método do Ajustàmento de Constantes. também de 
nominado por alguns autores . de Análise de Mínimos Quadrados, 
tem como vantagens o fato de ser um método rigoroso e propor­
cionar um teste exato para a interação e, caso não esteja pre­
sente, um teste exato para os efeitos principais. Na Tabela 3 
vê-se as causas da variação e as somas de quadrados associadas 
a esse método. onde R(u,ct), pôr exemplo. é a redução na soma 
de quadrados devida ao ajustamento do modelo 

Y"k = J.I + (l-. + e. 'k' 
. 1J 1 1J 

SEARLE (1971) considera que a grande vantagem 
do Método das Somas de Quadrados de Médias Ponderadas é que 
somas de quadrados, por ele geradas,divididas por a 2 , tem di~ 

tribuição X2 per~itindo assim, a utilização da estatística F 
nos testes de hipóteses. Segundo o autor 
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Tabela 3. Esquema de análise da variância associado ao Método 
do Ajustamento de Constantes 

Causas da Variação Somas de Quadrados 

A 

A 

B 

B 

E (QMA) = 

E (QMB) = 

(não ajustado) 

(ajustado p/B) 

(não ajustado) 

(ajustado p/A) 

AB 

1: 
I a i 

ã=T 1: w. a. + y . -
i"l 1 1 1 • 

1: 

1 b j 
D-T I: v. B . . + Y -

j = 1 J J • J 

De forma que a razao, 

F = QMA 
QMR 

R (ah.tl 

R(a!lJ,B) 

R(B/lJ) 

R(B/lJ,a) 

R(Y/lJ,a,B) 

w. (a . - ) + y. 
1 1 1. 

1: w. 
i 1 

v. (B • + y .) 
J J • J 

1: v. 
j J 

2 

+ 0 2 

2 

tem distribuição F e possibilita testar a hipótese: 

H a.+y. =a.,.y . "paratodolli'. o 1 1. 1 1. 

Caso ·o modelo inclua a restrição y. = y . = 0, 
...... 1 • • J a hipotese testada e: 

H : o ai = ai' , para todo i -t. i'< . 
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Do mesmo autor é a notação R( ), muito útil na 
representação de somas de quadrados, especialmente quando se 
trata de casos não balanceados. 

O termo R( ) é definido,por SEARLE (1971),como 
sendo a redução na soma de quadrados devida ao ajustamento de 
um determinado modelo. Assim, considere-se o modelo 

Sej am ~' = ~~, ê~J e X = [Xl' X2 ] partições 
convenientes de ~ e X, respectivamente. 

Pela definição, para o modelo 

l = X~ + ~ 

a redução na soma de quadrados será: 

R(~) =j'x'r 

e para o modelo, 

a redução será: 

- -onde ~ e ~1 sao, ~espectivamente, uma das soluções dos siste-
mas -x'XI3 = X'l 

e X'X 13 = X'y • 
1 l-I 1-

Assegura o autor que, se r n N(~,a'I) então 
R( )/a 2 tem distribuição X' não central independentemente de 

SQR. 
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Finalmente, o autor define que: 

ou 

donde se conclui que R(~1/~2)/a2 e R(~2)/a2 têm, independentc­
mente,distribuição X2 não central. 

Segundo HOCKING e SPEED (1975), a análise de mo 
delos lineares pelos processos usuais, embora esteja amparada 
por uma rigorosa teoria matemática,apresentam sérias lacunas, 
especialmente na área dos testes de hipóteses formuladas para 
a análise de classificações não balanceadas. Para tanto, os au 
tores propuseram a análise através do modelo 

r = Wl! + e 

sujeito a restrição 

GlJ = O 

onde Gl! expressa relações conhecidas entre as médias que com­
poem o vetor lJ. 

Como exemplo, pode-se citar o modelo básico a­
propriado para análise de classificações duplas: 

Yl"k = lJ + a. + B. + y .. + e
1
')'k 

) 1) 1) 

onde y representa a interação entre os efeitos principais A e 
B. 

Considerando que lJ· · = lJ + a. + B. + y .. , o mo 
1) 1 J lJ 

delo anterior pode ser reescrito como: 
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Caso haja evidências sobre a inexistência da in 
teração, então esse modelo estará sujeito ã restrição 

\l .. - \l . ,. - \l .. , + \l. ,., = O 
1) 1) 1) 1 ) 

que seria equivalente ao modelo 

SPEED et alii (1978), revendo os métodos para a 
análise de classificações não balanceadas, distinguem tais mé­
todos pelas hipóteses a eles associadas e asseguram que a esco 
lha do método deve basear-se somente nas hipóteses de interes­
se e não em facilidades de cálculo ou exigências de ortogonali 
dade de formas quadráticas. Assim, com relação ao Método das 
Médias Não Ponderadas, a simples facilidade de cálculo não jU! 
tifica, de forma nenhuma, sua aplicação. 

Num modelo de classificação dupla, as hipóteses 
comumente utilizadas na análise 'da variância, segundo esses au 
tores, estão na tabela 4, cdlocadas sob a forma do modelo IJ ... 

1) 

Tabela 4. Hipóteses comumente utilizadas na análise da variân­
cia, tendo como base o modelo de clas~ificação dupla 

Fator A 

H1 : IJ · = \l . , 
1. 1. 

H
2

: 'I: n·.IJ .. /n. = I: n.,.IJ., . /n., 
j 1) 1) 1. j 1) 1) 1. 

H ~: E n. ·IJ· . = E E n .. n. , .IJ· , . In . 
j 1) 1) i' j 1) 1 ) 1) , .) 

H .. : lJii = lJi'l 
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Tabl"la 4. continllação 

A, B e ã 
todo das 

- - - - ----

Hs : lJ = lJ . j . j , 

H6 : í. n . . lJ . /n . = \~ 11 .. ,p .. ,/1I ., I , 

i 1) 1) .) i 1) IJ .J 

H 7 : í. n .. lJ· . = í. r n .. 11 . . • lJ .. ,In . 
1 

1 J 1 J 
1 j , 1) 1) IJ lo 

H:U.=lJ 8 I) Ij , 

Interação AB 

= O 

As hipóteses associadas aos efeitos principais 
interação AB são, respectivamente, H ,H e H no Mé 

1 5 9 -

Somas de Quadrados .de Médias Ponderadas. Pode-se no-
tar perfeitamente que este m~todo tem como exigência fundamen 

tal a existência de, pelo menos, uma observação em cada célu­

la, ou seja, exige que n .. > O, para qualquer ij. 
lJ 

Porém a mesma exigência não é necessária para 

a aplicação do Método do Ajustamento de Constantes. As hipóte 

ses associadas aos efeitos principais e ã interação. na exata 

ordem em que se encontram na tahela 4, são: H2' H], H6' H7 e 

Hg' Assim, R(a/lJ), calculada através do ajustamento do modelo 

de classificação simples, é a soma de quadrados apropriada p~ 

ra o teste de H2 • Alguns autores, entre eles SEARLE (1971),se 

referem a RCa/lJ) como "soma de quadrados para o fator A, igno 
rando o fator B e a interação AB". 

Com relação à inclusão de variáveis auxiliares 
no modelo, FEDERER (1957) agrupa as análises da variância e 

da covariância em três casos: o primeiro é quando a interação 
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n;lo 6 considerada no modelo, o segundo i quando a interaç~o c~ 

t~ presente e os efeitos sio considcr~dos fixos e, finalmente, 
lIl11 tercei ro caso onde a interaçio está presente e pelo menos 

lIm dos efeitos principais que a compõe é considerado aleatório. 

Para a análise dos dois primeiros casos o autor 

enlprega, respectivamente, o Mitodo do Ajustamento de Constan -

tes, o Método da Soma de Quadrados de Médias Ponderadas e, pa­

ra o terceiro caso, apresenta um procedimento baseado na csti­

maçio dos componentes de v3ri~ncia pelos métodos propostos por 

HENDERSON (1953). Todos os casos sio ilustrados, pelo autor, 

considerando apenas o caso ue uma valjável auxiliar no modelo. 

Além disso, indica processos a serem aplicados à classifica­

ções mais complexas com ~ variáveis. 

KATTI (1965) parte do modelo 

l = XB + Zb + e 

reescrevendo-o sob a forma: 

l = X(B + ób) + (Z - Xó)b + e = 

= XB * + (Z - Xó) b + e 

onde ó deve satisfazer o sistema X'(Z - Xó) = ~. 
Pondera o autor que, se X'X é não singular,então 

- _ I 
Ó = (X'X) X'Z. No caso geral, entretanto, â = (X'X)-X'Z,é uma 

soluçio do sistema X' (Z - Xó) = <1>. 

As estimativas obtidas através deste procedimen-

to sao: 

- -a = B* - âb = (X'X)-X'r - (X'X)-X'Z~ 

b = [(Z - x6)' (Z - x6)r 1 
[(Z - Ú) 'r] 

enquanto que a redução na soma de quadrados devida ao ajusta -
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mento do modelo 

l = Xê + Zb + e 

, 
e: R(S,b) = R(~*,~) = R(S*) + R(~) 

onde RCê*) é devida ao ajustamento de r = XS* + e e, R(b) de­

vida ao ajustamento de l = (Z - X6)~ + ~. 

SEARLE (1971) argumenta que a análise de cova­

riância pode ser feita utilizando-se o modelo r = Xê + e, onde 

X é uma matriz composta de valores O e 1 e dos valores observa 

dos das covariáveis. 
No entanto, para uma melhor distinção entre os 

dois tipos de parâmetros, o mesmo autor subdividiu a matriz X 

e o vetor S em duas partes. O modelo, dessa forma, fica: 

r = Xa + Zb + e 

onde X é uma matriz composta de valores da variável binária e 

Z dos valores da variável auxiliar, suposta de posto coluna com 

pleto, cujas colunas são independentes das colunas de X. Final 

mente, o vetor a é o ve~or que contem a média geral ~ maiS os 

níveis dos fatores e suas interações; b é o vetor dos coefici­

entes de regressão e !' o vetor dos erros, supostos independen 
tes, com distribuição normal e variância comum 0 2 • 

Os estimadores obtidos pelo Método dos Minimos 

Quadrados sao : 

-a = a* (X'X) X'Zb 

e 
-
b = (Z'PZ)-I Z'Pl 

-
O mesmo estimador b pode, segundo o mesmo au -

toro ser obtido através do modelo : 



ou seja, 

onde R'R 
~ e a z z 

duo, relativas 

ções normais, 

matriz 

y = R b + e z- -

b = (R'R )-lR'y 
z z z-

das somas de quadrados 
, . ~ auxiliares. as varlaveis 
Dessa forma, o vetor solução 

análise de . - ~ 

na covarlancia , e : 

-a 

= 

b 

13. 

produtos do ~ e reSI 

do sist e ma de equ~ 

As variâncias e a covariância entre os estimado 

res sao dadas por: 

A soma de quadrados do resíduo, nesse caso, é: 

SQR* = r'r - R(a,b) 

ou SQR* = r'r 

ou SQR* = r'r - R(~) - S.Q.Regr. 

com N - p(X) - p(Z) graus de liberdade, sendo N o número de oh 

servações, p(X) e p(Z), respectivamente, os postos de X e de Z. 

b = O, H : K'a 
- - 2 

O autor assegura, ainda, que as hipóteses H
1

: 

= O e H
3

: K' [~ + (X'X)-X'Z~J = O, são testadas, 

respectivamente, por : 



sendo, 

R(h/a)/p{ Z) 

SQR*/[N - p(X) - p(Z)) 

Q/p(X) 

QMR* 

Q*/p( X) 

QMR* 

= 
S.Q . Regr./p(Z) 

Q}1R* 

1 ·1 . 

DIAS (1981), es~udando a anilise de covariincia 

intrablocos , com E variiveis auxiliares, no delineamento em 

blocos incompletos, caso particular dos ensaios equilibrados, 

considera o modelo matemitico 

y . . 
1J 

= m + t. + b. + 
1 J 

p 
r 

w=\ 
+ e .. 

1J 

o principal objetivo do referido autor é justi­

ficar os fundamentos teóricos de tal anilise. Assim sendo, de 

monstra que a soma de quadrados do resíduo, dividida por 0 2 , 

ajustada para a regressão, tem distribuição X2 central e as 

demais, X2 não central, ji que o modelo é suposto de efeitos 

fixos. Ademais, afirma que é correta a utilização do teste F 

para o teste das hipóteses de que os efeitos de tratamentos e 

os coeficientes de regressão são todos nulos. 

Finalmente, determina a matriz de dispersão pa­

ra as estimativas dos efeitos de tratamentos ajustados para 

blocos e regressão. Determina, ainda, uma fórmula para o cil­

culo da variância média do contraste entre duas médias de tra 
tamentos ajustadas para blocos e regressão. 
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3. DESENVOLVIMENTO TEORICO 

3.1. Modelo matemático 

Supondo uma relação linear entre as variáveis In 

dependentes e a variável dep~ndente. o modelo matemático consi 
derado neste trabalho é: 

onde. 

= \.I + a . . + b. + 
1 J (1) 

y. 'k: valor da k-ésima observação relativa i com 
1J 

binação.!J.. (k = 0.1.2 ..... nij ); 
\.I: média geral teórica; 

ai: efeito do nível 1 do fator A ou primeira cla~ 

sificação, (i = 1.2 ..... v); 
b j : efeito do nível i do fator B ou segunda elas 

sificação. (j = 1.2, ...• r); 
c(g): coeficiente de regressão linear múltipla, 

onde B. representa o grupo de variáveis auxiliares. (g = 1. 2. 

... , p) " 



I tl , 

x(~l: desvio de cada ohservaç~o xf1~ enl relaç~o 
~ m~dia geral do

1
?espectivo grIJpo,j(g); 

-e . 'k: erro experimental associado a 
1) 

observaçio Yi 'k' supostos illd~pendentes, llormalmente 
-) - • 2 dos com media zero e varianCla constante o , 

Esse modelo de an5lise de covari~ncia 

respectiva 
distribui 

li near 

múltipla é o mesmo utilizaJo por FEllERER (1957) e sC'llIC'lhante 

iquele sugerido por ZELEN (1957), também utilizado por nlAS 

(1981), Estes Gltimos, entretanto, considerarilm o caso dos hlo 

cos incompletos onde n .. = O ou n .. = I, ou, de maneira mais 
1 J 1 J 

completa, o caso dos blocos incompletos balanceados, 

Optando-se pelo esquema matricial, o modelo (1) 

pode ser expresso como: 

(2) 

sendo, 

l: vetor Cn x 1) das observaç5es da variável 
dependente; 

i: vetor Cn .x 1) composto de l's referentes aos 
coeficientes da média geral ~; 

Xl: matriz Cn x v) composta de O's e de l's , 
coeficientes de ai; 

~: vetor Cv x 1) dos efeitos ai; 
X2 : matriz (n"x r). semelhante a 

aos coeficientes de b.; 
) 

relativa 

b: vetor Cr x 1) dos efeitos b.; 
) 

X3 : matriz Cn .. x p) cujos componentes sao os va 
lores da variãvelindependente ou covariãvel suposta de cOl"­
nas independentes entre si e Jas colunas de Xl e Xz; 

c: vetor Cp x 1) dos coeficientes de regressão; 

e: vetor Cn .. x 1) dos erros experimentais. 

Um procedimento que facilita as deduções teõr~--cas e considerar o efeito da média somado ao efeito de uma das 

classificações. Embora a notação continu~ a mesma, supor-se-ã, 
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sem perda de generalidade, que o efeito da mSdia est5 somado 
ao efeito da segunda classificação ou ao fator B. 

Assim, pode-se reescrever (2) da seguinte for-

ma: 
(3) 

Nos casos onde deva ser considerada a intera­

çao entre os fatores ou classificações, o modelo será: 

y = X a + X b + X c + X Y + e _ 1_ z_ 3_ 4_ _ (4 ) 

onde X
4 

é uma matriz (n .. x s), de definição semelhante a XI e 
Xze y é o vetor (s x 1) das interações entre os níveis dos fa 
tores, sendo ~ o número de células da tabela de dupla entrada 
que contém pelo menos uma observação. 

Como a soma de quadrados para a interação pode 
ser obtida por uma diferença entre somas de quadrados, como 
pode ser visto no i tem 3.10 deste trabalho, todas as demais de­
duções serão feitas considerando o modelo (3). 

3.2. Sistema de equações normais 

Os modelos (2) e (3) podem ser postos na forma 

r = XS + e (5) 

onde X = [XI' XZ' XJ e S' = [~ , , b ' ~ 'J . , 
Considerando o modelo (2) , o sistema de equa -- . 

çoes normais X'XS = X'r· obtido pelo Método dos Quadrados Mí-
nimos, pode ser representado por: 

. , . . 'X . 'X . 'X - i'r l l J I J 2 J 3 II 

X I • X;X I X;X 2 X;X 3 
a X'y Il - 1_ 

= -X I • X~ XI X;Xz X'X b X~r 2J 2 3 -
X' . X;XI X;X 2 X;X 3 c X;r 3J -
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A notação melhora sensivelmente se for conside-

rado o esquema: 

r I k I O I -n li Y ••• - -
r R N A a T - - - (6) = -
k N' K D b B - - -
O A' D' E - P c - - -

As submatrizp,<; dto X'X têm a composição que se-

gue: 
r' = (n1 .• nz .• . . . , nv.J 

k ' = [n. 1 • n ... , n. rJ . z • 

R = diag{n1 •• nz .• ••• t n 
V. 

} 

K = diag{n.j' n n. r } • 2 • ... , 

N = v[nij)r 

sendo - de oàservações cada combinação li forne n . . o numero que 
lJ 

ce. 

r x(1) x C2 ) 
1 •• 1 • • · .. x(p) 

1 • • 

(1) (2) 
X X 

A 
z •• 2 •• = 

· .. x(p) 
z •• 

... . . . • •• . .. 
(1) (2) 

X X v •• v •. · .. x Cp ) 
v •• 
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(1 ) (2 ) X(p) x x ... 
• 1 • · 1 . • 1 • 

x (1 ) x (2 ) X(p) 
D = ·2 • • 2 • • 2 • 

• •• · . . . . . · . . 
(1) (2 ) X(p) x x 
· r. · r. · r. 

UE (1) (1) r EE, (1) (2) EEE (1) (p) 
XijkXijk XijkXijk · .. XijkXijk 

ijk ijk ijk 

UE (2) (1) EE!: (2) (2) UE (2) (p) 
XijkXijk XijkXijk • • • XijkXijk 

ijk ijk ijk 
E = 

••• · . . · . . •• • 

~EE 
(p) (1) U! (p) (2) I:E!: X~~~X~~~ XijkXijk XijkXijk • •• 

ijk ijk ijk ~J ~J 

enquanto que 

-lJ Y · .. -aI Y 1 •• -a 2 Y 2 •• 
· . . · .. -a y Y Y •• -b 1 Y 

• 1 • 

- 62 Y 13 = e X'y = .2 • 
• • • · .. -br Y · r. - EEE (1) C1 

ijk XijkYijk 

- EEE 
(2 ) Cz XijkYijk ijk 

· .. • • • 

- UE (n) 
, Cp xiJkYijk ijk 
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= E = E e n sendo n . 
1 • j 

n .. ; 
1) 

n . . ) n .. 
lJ 

= l: l: 
i ) 

n .. 
1) 

y. 
1 •• 

1 

Da mesma forma. 

= E E Yijk ; 
j k 

y. =l:l:Y " k .). ik 1) 
e y •• • = E l: l: Y"k • . . k 1) 

1 ) 

Através de (3) obtém-se o seguinte sistema de e 

quaçoes normais: 

-Râ + Nb i · .:: = T ( 7) "\\ .. 

-N' â + Kb + Dê = B (8) 

A'â+D'b+ Eê = P (9) 

A estimação simultânea de todos os parâmetros 
frequentemente torna-se por demais trabalhosa devido ã presen­
ça de matrizes de ordem muito elevada. Pode-se lançar mão, en­
tretanto, de um processo descrito em alguns textos como, por 
exemplo, SEARLE (1971), HARVEY (1975), dentre outros, denomin! 
do de "absorção de equações". Essa "absorção" é feita de forma 
que sejam "absorvidas" as equações referentes ao fator que te­
nha maior número de níveis. Supor- se-â, inicialmente, que a s! 
gunda classificação ou fator B possui maior número de níveis. 

Isolando b em (8) e substituindo em (7) e (9), 
tem-se: 

Reunindo os termos semelhantes, obtém-se: 
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Fazendo, 

c = R - NK-1N' 

Z = A - NK-1D 

\\' = E - D'K-1D 

9 = T - NK-1B 

S = P - D'K-1B 

o sistema fica: 

cã + zê = 9 (10) 

z' â + wê = S (lI). - , 

equivalente ao sistema (6)"absorvida a equaçao, 

(12) 

Supondo W nao singular, obtém-se, através de 

(11), que: 

Substituindo em (10) fica: 

- -1 -1_ 
c~ + Z(W ê - w Z'~) = 9 

, Reunindo os termos seme lhantes, tem-se: , 

zw-1s 
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Fazendo. 

c 
9 

-I 
ZW Z' = c* 
ZW-IS = g* 

o sistema reduzido torna-se. 

c*â = g* 

22. 

(13) 

As matrizes envolvidas nesse sistema têm a com­

posição dada a seguir: 

c = [c . . ,] 
V 11 V 

onde. c .. = n. - I: n~ ./n . para i = i' 
11 1. j 1J • J 

c .. , .. - I: n .. n., ./n . para i ~ i ' • . 
11 j 1J 1 J .J 

e 

n (1) n (2) .x(T?) 
x{l)-I: 

. x . 
X(2)~I: 

. x . 
x(p)-I: 

n 
IJ • J • 1 J .. J • 1] • J • 

l' • ~ . n . j 1 • • j n .j 1 •• j n .j J 

xCI) -I: 
n .xC~) 

X(2)_I:. 
n .x(~) 

x(p)-I: 
n .x(~) 

Z = 2J . J • 2 J • J • 2 J • J • 
2 .. j n 2 .. j n 2 .. j .j . j n . j 

( 1 ) n . x (~) .x(T?) 
x(1)-I: 

n . x .. 
X(2)_I: x(p)-I: 

n 
VJ . 'J. V] • J • V] . ] . . . . v .• j n v.. . V •. 

.j J n . j j n . j 
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Y - 1: 
1 • " j 

y - 1: 
2 •• j 

g = 

v - 1: 
• V •• 

j 

(1) EU -XijkYijk ijk 

(2 ) 
EU XijkYijk -

5 = ijk 

• • • 

1:1: E x(p~Y " "k -
""k 1) 1) 1) 

n .y . 
I J • J • 

n .j 

n .y . 
2 l .]. 

n . j 

n . y " 
V) • J • 

n " . ) 

(I)y X " " 
E · ] . 
j n .j 

. j . 

X(~)Y " 
· J. • 1 • E 

j n . j 

x(I?)y " 
1: · l· . J • 
j n . j 

24. 

Pela composição dessas matrizes pode-se notar 
perfeitamente que QS vetores da matriz Z têm a mesma forma do 
vetor g, com a diferença de que o último refere-se à variável 
dependente e os primeiros às variáveis independentes. Dessa 
forma, vê-se facilmente que : 

i'e = O' 

i'Z = O' 

i'g = O 
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De modo que (10) ~ um sistema consistente e inde 

terminado. já que j'C = O' e j'(9 Z~) = O. 

Adotando, .Ientrv os nluitos existentes, o pro cedi­
JIIvnto proposto por PIl>IENTEL tiu t·IES (19b!:!), seja 11 t.al que: 

.. ) p(A) = 1. ondl o(A) é o post o nu característicl til !,. 

b) Aã = o. 
c) Aa não pode ser combinação linear estimável de parame-

tros. 

Assim sendo, 

câ = 9 - zê 

Aâ = o. 

Efetuando-se a subtração. tem-se: 

Fazendo C - A = M, onde M é suposta nao singular, 
uma das infinitas soluçoes que satisfazem (10) é: 

- -1 "-1-
~ = M 9 - M Zc 

Substituindo em (11), fica: 

Fazendo, 

-1 
RI = W - Z'M Z 

e ~2 = S - Z'M-lg 
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o sistema fica: 

Ora, facilmente se verifica que Z'M-IZ é a ma-
-triz das somas de quadrados e produtos relativas a primeira 

classificação ou fator A, ajustadas para a segunda, considera 
das as variáveis auxiliares. De forma que RI = E - D'K-ID -
- Z'M-IZ é a matriz dos resíduos das somas de quadrados e pr~ 
dutos, suposta não singular, relativas às variáveis auxilia -

- i -1 .. res. enquanto que, ~2 = ~ - D' K ~ - Z'M ç e o vetor dos re-
síduos das somas de produtos, consideradas as variáveis inde­
pendentes e a variável dependente. 

Adaptando o procedimento utilizado por PIMEN­
TEL GOMES (1968). os sistemas (13) e (14) podem ser mais fa­
cilmente obtidos definindo: 

v = 

Pré-multiplicando o sistema de equações 
mais x'xâ = X'r por V. obtém-se: 

-vX'xa = VX'y 

donde se comprova que: 

V X'X I C* 

= 
V X'X 

2 RI 

sendo ~ uma matriz nula e C* e RI as matrizes definidas 
(13) e (14) • respectivamente. 

no r-

(15) 

em 
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Da mesma forma : 

ç* 
= (16) 

V X'y 2 _ ~2 

Assim, através de: 

-V X'XS' = Vl X 'r 
1 -

obtém-se o sistema c*â = g* e de, , -
V2X'X~ = V2X'y 

o sistema RI~ = ~2 

Como RI é suposta nao singular. o melhor estima-
~ 

dor linear imparcial de c e: 

(17) 

Já foi visto que i'C* = ~'. logo p(C*) < v.Assim 
sendo, a só poderá ser estimado se for imposta uma restrição 

às estimativas âi . Logicamente, existem infinitas restrições 
mas, dentre elas, será escolhida a restrição i'â = t â. = Q. 

o!. - • 1 
1 

Assim, seja A*, uma matriz de propriedades seme­

lhantes à A, cons~ruída de maneira que a restrição i'ª = Q se­
ja satisfeita, ou seja, 

A*â = Q • 

Isto dito, uma das muitas soluções que satisfa-
~ 

zem (13) e: 
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(18 ) 

sendo M* = C* - A*. 

3.3.Matriz de dispers~o dos estimadores 

3.3.1.Matriz de dispers~o de a 

Por definição: 

Viu-se, em (18), que: 

Como ç* = Y X 'y, fica: 
1 -

- M*-ly X'y a = 
1 . -

ou a = M*-ly X' (XB + ~) 
1 -

- M*-ly x'xa r.t*-ly X'e a = + 1 _ 
1 

donde 

Logo, 

= M*-l V X'xe 
1 -

ou ainda, por (15) 



De forma que, 

e 

Pela definição: 

resultando 

= M·-1V X'e 1 _ 

29. 

(19) 

uma vez obedecidas as pressuposições sobre os erros e saben­

do que V1X'XVi ~ C·. 

3.3.2. Matriz de dispersio de a 

Por (17), 

ou 

ou, ainda, 

resultando que, 

E(~) = ~ 

~ semelhança de a, 

D(~) = Er[~ - E(~l][~ - E(~)]'} 
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pois c 

Como V
2
X'XV; = ~1 e E(~:') = 0 2 1. conclui-se que: 

D(ê) = R- I 0 2 
I 

3.4. Distribuição dos estimadores 

Considerando que, pur hipótese, r n N(XB,02I) c 

que; 

ve-se que a é uma função linear dos y, donde resulta que: 

Do mesmo modo: 

3.5. Médias ajustadas dos níveis dos fatores 

Admitiu-se, inicialmente, sem perda de generali­
dade, que a segunda classificação ou fator B, tinha um número 
maior de níveis e, isto considerado, as equações absorvidas fo­

ram: 

(21) 

que nada mais sao que as equaçoes das médias dos níveis de B a­
justadas para os demais efeitos. 

P.ré-mul tiplicando ambos os membros por i', tem-se: 



mador para 1.1 

. 
Considerada a restrição . 'b J _ 

é obtido facilmente, ou seja : 

o = 1-;, K- 1 [B - N' ã - Dê] 
r L - - -

. 

31. 

O, um esti 

(22) 

Obtidos \I,a e ê, b é imediatamente obtido atra-
vês de : 

(23) 

De forma idêntica, sao determinadas as médias 
dos níveis de A ajustadas para o fator B e para a regressao,ou 
seja: 

i ~ + â = R- 1 [I 
~ 

Nb 
(24 ) 

3.6. Somas de quadrados 

3.6.1. Soma de quadrados do resfduo 

A soma de quadrados do resíduo ajustada para a 
regressão, considerando o modelo (5), é dada por: 

SQR* = r'r ~'X'r 

ou SQR* = r'r - â'T - b'B - ê'p 

Considerando que, por (8), 

b' = B'K- J 



resulta que: 

SQR* = r'r 

ou, ainda, 

- -I -c'S SQR* = r'r - ~'g - B'K B 

Mas, considerando que: 

e, pôs-multiplicando por g. fica: 

ou 

Substituindo em SQR*, 

sendo o mesmo que: 

(2S ) 

Caso se queira, pode-se introduzir a correçaop~ 
ra a média, fazendo: 

SQR* = (r'r - C) - g'M-1Ç - (~'K-I~ - C) - ~'~1 (26) 

onde: C = (i'i)-lO'r)2 = n 1 (tn Y .. k)2; 
•. ijk 1J 

. 
l'l - C e a soma de quadrados total; 
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-I • g'M ç e a soma de quadrados para A, ajustada 
para B. ignorando as covariáveis~ 

B'K-1S - C é a soma de quadrados para B. igno 
rando A e a regressao; e 

~'~2 é a soma de quadrados da regressao. 

3.6.2 . Soma de quadrados para o teste da hipótese 

H1 : ai - ai'" O, para todo i" i' 

A soma de quadrados referente ao numerador do 

teste F apropriado para o teste da hipótese H1 : ai - ai'~O. 

para todo i ~ i', ou, de forma equivalente, H
1

: K'a = Q, é: 

(27) 

onde K' é uma matriz de posto linha completo. Considerando a 
hipótese de igualdade entre os níveis de A, a matriz K' pode 

ter a forma: 

Assim. K'a = Q. expressa um Lonjunto de afir­
mações acerca dos níveis de A 'cuja validade se deseja testar. 
No caso presente. essas afirmações sao: 

tricial. é: 

H
1

: a . - a = O. para i = 1. 2, ••.• v-l (28) 
1 v 

Uma forma equivalente a (28), na notação ma-

ia = O 

Substituindo em (27) a expressa0 de â. 
em (18). obtém-sé : 

dada 
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SQH I • ç.' ~1· - I 'K (K ' M. - I K) - I K ' M * - I ç. 

Partindo da igualdade, 

e, pôs-multiplicando ambos os membros por K, resulta: 

donde: 

ou seja, a igualdade que representou o ponto de partida é ver­
dadeira. 

Portanto, (27) pode ser reescrita como: 

SQH 1- g* 'M*-l 'ç* 

ou 

ou, ainda, SQH .. ã 'g* 1 _ 

3.6.3. Soma de quadrados para o teste da hIpótese 

Ha: ~ • O 

(29) 

Neste caso, como RI é não singular, o vetor f é 
estimável, de maneira que Ha pode ser expressa como Ha:K'~-Q, 
onde K' - Ip' 

De maneira análoga a (27), facilmente se verifi '-ca que: 

ou (30) 
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Pode-se notar aqui, uma perfeita identidade en 
tre a fórmula (30) e aquela obtida na determinação de SQR*. 

De maneira que a soma de quadrados obtida em 
(30) será, algumas vezes, denominada de soma de quadrados para 
a regressão e a obtida em (29) de soma de quadrados para o fa­
tor A ajustado para B e para regressao. 

3.6.4. Somas de quadrados para o teste das sub-hIpóte­

ses HI : ~I~. O 

Viu-se em 3~6.2. que a soma de quadrados para o 
teste da hipótese H1 : K'! = O é SQH 1 = !'g*. No entanto, pode 
ser desejável decompor HI em sub-hipóteses independentes do ti 
po H.: k! a • O, i • 1, 2, ... , P (K ' ) • 

1 -1-
Sejam q. a i-ésima e q. a j-ésima parte de â'g*, 

Por (27), tem-se que: 
1 J -

Analogamente, 

(31) 

e (32) 

Considerando (16) e (18) as duas somas de qua -
drados ficam: 

e 

Assim, (31) e (32) são somas de quadrados apro­
priadas para o teste das sub-hipóteses Hl' : k!a - O e H. :k!a-O. 

-1- J -J-
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Essas formas quadráticas sao independentes, su­

posto que ~ n N(X6,a 2 I), se: 

~ 

Para tanto, e suficiente que: 

k ~ M* - I V X' XV ' M* - I 'k. = O 
-1 I I -J 

Mas, por (15), V1X'XV{ = C*, o que resulta, 

Ver-se-á mais adiante, que se k!a 6 estimável, 
-J-

então k! = À'C*, de maneira que: 
-J 

k:M*-IC*M*-I'C*À = O. 
-1 

Ora , M*-I 6 uma inversa generalizada de C*, PI­
MENTEL GOMES (1968), logo C~M*-Ic* = C*, donde: 

Finalmente a condição se reduz a, 

Nos casos onde M* = C* + A* 6 uma matriz diago­
nal, (33) se reduz a: 

...!...k:k. = O 
m -1- J 

onde m 6 uma constante. Ou seja, para que (33) ocorra e neces­
sário e suficiente que k:k. = o. 

-1- J 



37. 

Por esse motivo, k!a e k!a são, frequentemente, 
-1- -J-

denominados contrastes ortogonais. A condição exigida, no en-
tanto, é (33). 

Se (33) se verifica, então, 

Substituindo em (27), fica: 

= (K'â) 'diag{(k !M*-lk.)-llK'â 
- -1 -1 -

ou 
V-I (k ~ â) 2 

~'g* = E -1 

i=l l(~M*-lk. 
- 1 -1 

v- 1 

ª'g* = E q . 
i=l 1 

ou, ainda, 

3.7. Variâncla de uma combinação linear de estimativas 

A variância de uma combinação linear de estima­
tivas k'â é dada por : 

ou, ainda, 

onde D(ª) é obtida através de (19). 

-se que: 

-Se k' for tal que k'â = a. 
1 

- a . t , 
1 

V(k_'_â) = (d .. + d . , . , - 2d . ,.)o2 
11 1 1 1 1 

então: 

(34) 
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3.8. Esperança matemática das somas de quadrados 

As esperanças das somas de quadrados serao toma 
das considerando que ~, em (5), é um vetor de efeitos fixos c 

que e é um vetor de erros aleatórios, independentes, de média 
zero e homocedãsticos. 

3.8.1. Esperança matemática da soma de quadrados do 

resíduo ajustada para a regressao 

Viu-se, anteriormente, que: 

SQR* = r'r - ~'X'r 

Seja a = - ~ (X'X) X'y, onde (X'X) e uma inversa 
generalizada de X'X. Assim, 

ou SQR* = y' D - X(X'X)-X')r (35) 

Segundo SEARLE (1971), a esperança matemática de 
uma forma quadrática r'Qr é: 

E(r'Qr) = E(r')QE(r) + tr(QV) (36) 

sendo Q o núcleo da forma quadrática, V = Ver) e tr indica o 
operador traço de uma matriz. Se for considerado, em (5), que 
E(l) = X~ e V = 0

21, a expressão dada por (~6)fica: 

Dois casos particulares importantes se verifi _ 
cam quando Q = In e Q = X(X'X)-X'. Nestes, tem-se: .. 
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(38 ) 

(39) 

já que 

por ser X(X'X) X' uma matriz idempotente. 

No caso particular do modelo (3), obtém-se, en-

tão: 
E(SQR*) = [n 

Viu-se no item 3.2. deste trabalho que, partin--do do sistema de equações normais X'X~ = X'l, pode-se determi-
nar sistemas reduzidos perfeitamente equivalentes. Isso signi­

fica que: 

n r' k' .0 ' O O ' O ' O' - - - - - -
r R N A O C* 41 41 -
k N' K D k N' K D 

A' D' E O RI -O 

Assim, - perfeitamente ve-se que: 

p(X) = p(X'X) = P + r + p(C*) . 

Adaptando para este caso as conclusões de GRAY­
BILL (1961) e,sabendo que todas as funções lineares dos c's são 
estimáveis, se todos os contrastes entre os níveis de A forem 
estimáveis, então p(C*) = v - 1, donde se conclui que: 

p(X) = p + r + (v - 1) (40) 



Logo. 

E(SQR*) = (n . l)oz -p-r-vT 

4 () • 

(41) 

De maneira que. um estimador imparcial de oZ. é : 

Qr.IR· = 
1 SQR* • 

n - p (X) 

3.8.2. Esperança matemática da soma de quadrados para A 

eliminando o fator B e a regressao . 

o passo inicial é reescrever !'g* como uma forma 
quadrática em r. Por (19), tem-se que : 

- -I 
~ = M* ç* 

mas, por (16). g* = YIX'l.donde ~ 

De acordo · com (37), 

Considerando que, 

e que, tr(XY'M*-ly X') = tr(M*-l y X'XY') = 
1 1 1 1 

= tr(M*-l c*) = 

já que M*-lC* é idempotente e p(C*) < p(M*-l). 
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Resulta que: 

Caso (40) se verifique, 

a'C*a + (v - 1)0 2 (42) - -

3.8.3. Esperança matemática de SQH. 
I 

Por (31), tem-se que: 

ou, ainda, 

SQH. = y'XV'M*-1 'k. (k:M*-lk.)-lk:M*-I V X'y = y'A.y 
1 - I -1 -1 . -1 -1 I - - 1-

e, por (37), 

mas, v X'XI3 = C*a I _ e , 

donde, 



M:ls, 

k!M*-IC*a = k:E(i) = E(k:i) = k:a 
-1 -1 - -1- -1-

k:a e estimável e, uma vez que -1-

resulta, 

ou, ainda, 

E(SQH.) = 1 (k:a)'(k:a) + 0
2 

1 k:M*-l k . -l- -l-
-l -l 

para i = 1, 2, "', p (K' ) • 

42 • 

(43) 

3.8.4. Esperança matemática da soma de quadrados da 
-regressaDo 

Por (17), tem-se, 

ou 

donde 

Considerando (37), resulta: 

E(2'R . ) = c'R c + 02trCI ) = c'R c + P02 (441 _ -2 _ 1_ P _ 1_ 
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3.9. Distribuição de formas quadráticas 

Os teoremas sobre a independência e distribuição 
de formas quadráticas podem ser reunidos da forma que segue. 

Sejam y'A . y e y'A . y duas formas quadráticas com 
- 1- - J-

2) -r n N(~.O I . entao: 

a) r'Air/o2 e l'Ajl/02 sao X2 's nao centrais. independen­

tes. com parimetros denio centralidade ~. e ~ .• respectivamen-
1 J 

se e somente se: 

A2
. = A . ; 
1 1 

A~ = A. 
J J 

e A.A . = A.A. = ~ 
1 J J 1 

(45) 

b) Se (45) ocorre e ~ . = O. isto é. y'A .Y/02 tem distri -
J - J -

buição X2 central. então a razão. 

l'Air/p(A i ) 

y 'A. y / p (A. ) 
- . J - J 

tem distribuição F nao central. com parimetro de nao centralida 

de ~ .. 
1 

fica: 

3.9.1. Distribuição de ~'g*I02 

Viu-se anteriormente que: 

Lembrando que V X'XV' = I I C* e que C* = M* + A* I 
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A' • XV'M*-I(M* + A·)M·-1V X' I I I 

Entretanto, .abo-., quo: 

A·i • O - -
ou 

Para que a iaualdado .eja v'lida para todo l' 
tom-.', obriaatoriam,nte, que: 

donde se conclui, finalmente, que: 

AI • XV'M*-"V X' • A , 1 I , • 

o númoro do araul de liberdade i dado por: 

por ser A, idempotente. Assim: 

Sendo M·-1C· idempotente, fica: 
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o o porâmotro do nõo eontral1dado, IOiundo GRAYBILL (1960) , 

por: 

1 
~I· IJ'A IJ 

Za I - 1 -

eomo~ • B(l) • X~I fica: 

l. fie.: 

~ 1 • 1 B I X ' XV ' M. -I V X' xa 
2a I - 1 1_ 

À • I 
1 - .'C·. , - -

De forma mail completa, pode-•• dizer que: 

(46) 

• ,....L 

Bscrevondo SQH i como uma forma quadrática em 

Como: 



pois 

se k~a é estimável e, 
-1-

"lJ • 

- 1 k ~ M* k . 
-1 -1 

p (A . ) = t r (A . ) = t r [XV I' W - 1 • k· (k ~ M* - I k . ) - 1 k ~ M* - I V I X • ] = t T (I I ) = 1 
1 1 -1 -1 -1 -1 

e. ainda. 

1 

cu 

u ' A. U 
1-

1 -I 
= --;l' X' XV' M* 

20 2 _ I 

como foi obtido no item 3.8.3., pode-se concluir que: 

3.9.3. 

e , 

ou, 

SQH . /0 2 n X2 [I, X.] 
1 1 

Distribuição de ê'R /0 2 __ 2 

De forma semelhante ao item 3.9.1., 

~'R = y'XV'R-IV X'y = y'A y 
- _2 - 2 I 2 - - z-

Como, 

pCA) 

(47) 
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que, pelas propriedades do op0rador traço,fica: 

ou, 

e, ainda, 

de onde, substituidos ~ e A2' obtém-se: 

À = _1_ c' R c 
2 2a 2 - 1_ 

Pode-se dizer, portanto, que: 

(48) 

. 3.9.4. Distribuição de SQR*'a 2 

Viu-se que: 

-
SQR* = r'r - ê'X'r 

ou, ainda, SQR* = r' [I - X(X'X)-X']y. 

Considerando que: 

= I 
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pois X(X'X)-X'X = X, e que o n~mero de graus de liberdade e: 

que, por (40), fica: 

p(A 3 ) = n .. - p(X) = n - p - r - v + I 

e, considerando,ainda,o parâmetro de não centralidade, 

ou, À = O 
3 

já que X' [I - X(X'X)-X'] = ~, conclui-se que SQR*/02 tem dis-
tribuição X2 central com n 
de ou, simbolicamente, 

- p - r - v + 1 graus de liberda 

(49 ) 

3.9.5. Distribulçio da razao 
â'Q*/p(A ) _ _ 1 

Viu-se que: 

= ª'g* = y'XV'M*-lV X'y 
- 1 1_ 

e que SQR* = r' [I - X(X'X)-X']r 

A condição necessária e suficiente para que 
SQH

1 
e SQR* sejam independentes é: 
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Dessa forma, a condição exige que : 

Ora, foi visto que: 

Logo, 

Pode-se, então, concluir que: 

(5 O) 

ou, ainda, o quociente tem distribuição F não central com 

p(A 1 ) = v-I e p(A 3 ) = n .. - p - r - v + 1 graus de liberda 

de e parâmetro de nao central idade Àl = 1 a'C*a. 

3.9.6. Distribuição de 
SQH. 

· 1 

SQR* /p (A
3

) 

A independência entre SQH i e SQR* e facilmente 

verificada pois: 

Assim, pode-se dizer que: 

SQH. 
1 

ri F [1, (n.. - p - T - V + 1), À J (51) 
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ou seja, a razao tem distribuiçio F com I e n - p - r - v + 1 

graus de liberdade e parimctro de não centralidade Ài' 

3.9.7. Distribuição da razao 
5'~2/p(A2) 

SQR* /p (A
3

) 

De maneira semelhante ao item anterior pode-se 

verificar, faci Imente, que: 

Assim, 

SQH
2
/p(A

2
) 

SQR* /p (A
3

) 

(52) 

isto é, a razão tem distribuição F nao central com p(A
2

) = p e 

- r - v + 

não central idade À2 = 
I 

I graus de liberdade e parâmetro de 

c'R c. 
I -

3.10. Soma de quadrados e teste de significância para a 

interação 

Caso haja necessidade de um teste de signifi -

cância para a interação, a soma de quadrados apropriada para 
o numerador do teste F é: 

S.Q.lnt~ = R(~, b, y. :) - R(~. b. ~) 

Lembrando que: 

tem-se: 



S.Q . lnt! = R(a . b. y • c) - Ç'M-1Ç - B'K-1B -

OU. ainda. 

2 y .. 
Q' M- 1 B' K- 1 B S.Q.lnt! = E 1: 1] . + ê* ' R* - -

i j 
n . . -2 - ç 

1J 

Uma outra forma de escrever (53) é: 

S.Q.lnt ~ 

ou. ainda. 

y? . 
= (1: 1: 1). 

i j n ij 

S.Q.lnt! = S.Q.lnt. + ê*'R* - ê'R _ _2 --2 

51. 

ê'R __ 2 

ê'R 
- -2 

(53) 

(54) 

sendo que ~* e ~; são obtidos de forma análoga ã ~ e ~2' deven­
do. agora. ser considerada a interação para o cálculo das somas 
de quadrados e produtos referentes ao resíduo, consideradas as co 
variáveis e o termo ~ ~ y~ .. In .. é a redução na soma de quadra-

1 J 1J. 1J 
dos devido ao ajustame.lto das constantes a , b e y . 

O sistema R*ê* = R* pode ser obtido de maneira a 
1_ _2 

ni10ga ao caso sem interação , ou seja, tomando R; e ~; conforme 
dadas a seguir. 

Admitindo que exista R*-l então: 
1 ' 

e, como essas reduções , divididas por 0 2 , têm, independentemen­

te, distribuição X2 , pode-se concluir que a razao, 

S.Q.lnt~/(s - r - v + 1) 

SQR*/Cn . . - s - p) 
(55) 

tem distribuição F não central , sendo s o número de células on-



R' • , 

C') C') 
( , ) (') x .. x·. 

tttx . . x .. -tE 1J. 1J. 
iJ"k lJk l.Jk i ·J· n 

ij 

(,) ( ,) 
( ) () 

x. x . . 
ttrx . ~ x.~ -tE 1J . 1J. 
iJ"k lJk lJk iJ' n 

ij 
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(I ) 
(I ) x .. Y . . 

trr x . · kY· .k - H 1). 1). 

ij k 1) 1) · ij n .. 
1) 

(2 ) 
(2) X .. Y .. 

rrt XijkYijk - H 1). 1J. 

ijk i j n . . 
1J 

R* = _2 

. . . 

(p) 
Cp) X .. Y .. 

trr XijkYijk - H 1J. 1 J . 

ijk ij n . . 
1J 

de n .. > O e . 
1J 

SQR* = l'l - R(~ . ~ . y. ~) 

ou 

2 y .. 
SQR* = r 'r H 11· - ê*' R* 

i j - -2 n .. 
1J 

(56) 
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4. RESULTADOS E DISCUssAo 

4.1. Estimadores dos parâmetros 

4.1.1. Estimador de c 

Por (17) ve~se que : 

onde Ri é a matriz dos resíduos das somas de quadrados e prod~ 
tos referentes às . variáveis independentes e ~2 é o vetor dos 
resíduos referentes às somas de produtos das variáveis indepen 
dentes e à variável dependente. Resultado idêntico foi obtido 
por SEARLE (1971) e DIAS (1981), dentre outros. 
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1j.1.2. Estlmador de a 

o estimador de mínimos quadrados para ~. obtido 
pelo Método do Ajustamento de Constantes, como se pode obser -
var em (l8) e: 

sendo M* = C* + A* e A* uma matriz construida segundo uma res­
trição previamente estabelecida. 

1j.2. Matriz de Dispersão 

1j.2.1. Matriz de dispersão de ê 

Como se pode notar por (20), a matriz de disper -sao de c e: 

Igual resultado foi obtido por ZELLEN (1957) ,SEAR 

LE (1971) e DL~ (1981). dentre outros. 

4.2.2. Matriz de dispersão de a 

A matriz de dispersão de â cqnforme -(19) , e: - , 

- -1 -1 DCa) = M* C*M* '0 2 • 

1j.3. Médias ajustadas dos níveis dos fatores 

As médias dos níveis de A, ajustadas para o e­

feito do fator B e da regressão são obtidas de: 
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enquanto que as dos ni"cis de B. a justadas para o fator A e p! 

ra a regressao. resultam de: 

de acordo com (24) e (21). respectiv3mente. 

O estimador C pode ser obtido por: 

ou por: 

conforme (22) , desde que impos tas as restrições L a. = 
i 1 

L b . = O. respectivamente. 

J J 
procec!imento foi utilizado Igual por 

o e 

FEDERER 

(1957) 

4.4. Variância do contraste entre duas médias ajustadas 

A variância do contraste entre as médias ajust~ 

das dos níveis do fator A, por exemplo, é: 

v(â . - â . • ) = (d .. + d .• .• - 2d .. . )a 2 
1 1 11 1 1 11 

onde d ..• d .•.• e d ..• sao elementos da matriz de 
11 1 1 11 

dispersão 

D(ª). dada por (19). 
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4 . 5. Testes de hipóteses 

Discuti r-se-á. 
para todo i. i e k em (4). ou 

inicialmente. o caso onde x . ' k=O' 
1) 

seja. serão discutidas as hipót~ 
ses comumente testadas na análise da variância de classifica -
ções duplas. 

E importante tornar claro o conceito de hipóte­
se testável. Segundo SEARLE (1971). uma hipótese só é testável 
quando for expressa através de funções lineares estimáveis. 

No modelo de classificação dupla. incluida a i~ 
teração. a função linear estimável básica é IJ · · = E(Y"k)' ou 

1) 1J 
ainda. IJ . . E IJ + a . + b. + y .. • Dessa forma. todas as hipóte 

1) 1) 1) 
ses serão formuladas em termos dos IJ . . pois. além de _ ~ 1.) facili tar 

combinação a compreensao sobre o que esta sendo testado, toda 
linear dos IJ . . é estimável, logo é testável. 

1.) P d ~l' d .-. ara o caso a ana 1.se a var1.anC1.a 
Método do Ajustamento de Constantes, as hipóteses 
muladas são: 

H
1

: I: n .. IJ· ./n. .. I: n.,.IJ·, ./n. , 
j 1.) 1.) 1.. j 1.) 1.) 1.. 

Hz: I: n · ·IJ·· = I: I: n . . n., .;l . , . /n . 
j 1.) 1.) i' j 1) 1 ) 1) .) 

H s: I: n . . l.l . . /n . = 
i 1) 1) .) 

I: n .. ,IJ . . ,/n ., 
i 1) 1) .) 

H .. : I: n .. IJ .. = I: I: n .. n . . ,IJ .. ,In . 
i 1) 1) j' 1 1) 1) 1) 1. 

Hs : l.l •• - l.l.,. - IJ··, + l.l . ,., = O 
1) 1) 1) 1 ) 

atrayés do 
comumente for 

Substituindo l.l .• em HI' pela sua expressa0, fi 
1) 

ca : 



58. 

1 11 : a. - a . , + 
I 1 1 n . 1: n . . (h. + y .. ) -

) 1) J 1) n · , 
1 1: n . , . (b. + y. , . ) = O 

) 1 J) 1 J 
1 • J • 

para todo i ; i'. 

Similarmente, em H
J

, obtém-se: 

1 h., + 1: n .. (a. + y .. ) -
J n. j i 1) 1 1J 

1 1: n .. ,(a. + y .. ,)=Q 
i 1J 1 1) n ., 

• J 

De modo que, o teste F para HJ' F(H
J
), testa a 

hipótese de que os níveis do fator A, na presença de uma mê -
dia ponderada dos h's e y's, cujos pesos de ponderação são os 
valores nij , são iguais para todo i. Este teste recebe, de al­
guns autores, o nome de "teste para A ignorando B e a intera -
ção", e a soma de quadrados apropriada para o numerador de 
F(H

J
) ê R(a/)J). 

Segundo SEARLE (1971), o melhor estimador line­
ar imparcial (MELI) de )J .. é: 

1J 

-G ... G + a. + h. + y ... y .. 
1J 1 J lJ lJ, 

onde y.. = 1: y. ·k/n ... 
1J. k 1J 1J 

De maneira que o MELI da expressa0 associada ~ 

a 

n .. 
21. -

EJ' n. J.Iij 
1. 

n. , . 
-E 1JG.,.= 

J
. n·, 1 J 

1 • 
y. 

1 •• 
- y. , 

1 •• 

faz com que: 
Em H2' a substituição de J.I ij pela sua expressão 

H
2

: 1: n, . ()J + a, + b , + y .. ) - l:l: 
)' lJ 1 J 1J ij 

n .. n. ,. 
1~ 1 J ()J + a. , + b + ) O . y.,. = 

.j 1 J 1 J 



Desenvolvendo a expressa0. obtém-se: 

H
2

: (n . - 1: 
1 • j 

2 n .. 
....!.l)a. -n . 1 . ) 

n~ . 
-ll) 
n y . . 

. 1) . ) 

r 1: 
i,ti' j 

1: r 
i,ti' j 

n .. n., . 
1) 1 J a + 
n· i' . ) 

n .. n. , . 
1) 1 J y . ,. = o 
..n. j 1) 

Analogamente, a substituição em H~, resulta: 

H~: (n . - t 
.J i 

+ r (n . . -
i 1J 

2 n .. 
....!.l)b. -n. J 

1. 

2 n .. 
....!.l)y ... _ 
n. 1J 

1. 

t r 
j,tj' i 

1: 1: 
j ~j' i 

n .. n .. , 
1) 1) b + . , n . J 1. 

n .. n .. , 
1) 1J y .. , 
n. 1J 

1. 
= o 
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As somas de quadrados apropriadas para os nume­
radoresde F(H 2 ) e F(H~) são R(a/~,b) e R(b/~,a), respectiva­
mente, obtidas pelo ajustamento do modelo, 

Finalmente, com relação a Hs' tem-se: 

Hs : ~ .. - ~. ,. - ~ .. , + ~.,., = O 
1.J 1. J 1J 1 J 

ou, equivalentemente, 
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ser levantadas. 
trastes do tipo 

Através do exposto, questões interessantes podem 
Caso se considere a interação no modelo, os con 

a. - a .• ou 
1 1 

b. - b .• 
) ) 

nao sao estimáveis já que 

não existe nenhum contraste 1.1 .. que os represente, ou 
1) ~, 

entre os 

seja, 
sem a 

nenhum contraste entre os ai' ou entre os bj , e poss1vel 
presença, pelo menos, da interação. 

Em nenhuma das hipóteses associadas ao Método do 
A)'ustamento de Constantes, a não ser H , exigem que n .. > O. s 1) 

A exigência de que n .. > O, em Hs' é fundamenta I j á que 1.1 . . só 
1) 1) 

é estimável nessas condições. Entretanto, mesmo existindo fun-
ções lineares não estimáveis, entre os l.Iij que compoem Hs,pode­
rá existir uma combinação linear estimável dessas funções. 

Assim, por exemplo, seja: 

com n11 = O. Ora, se 
veis, já que 1.111 nao 

n = O, nem ° 11 1122' 
~ . ' 

o e. Mas, tomando-se 
nem 013 II sao estimá , 

°11 ,22 - °13 ,31 = 1.1 22 - 1.1 12 - 1.1 21 + 1.1 13 + 1.1 ,1 - 1.1 ,1 

verifica-se perfeitamente que 011 22 - 013 33 é estimável pois 
1.1 11 não está presente. 

Um outro aspecto a ser considerado é o estabele 
cimento de restrições não estimáveis aos parâmetros do modelo. 
Sabe-se que estimativas de funções estimáveis e testes de hipó­
teses testáveis são invariantes à escolha de condições não esti 
máveis. No entanto, o estabelecimento de condições não estimá -
veis altera completamente a formulação das hipóteses. HARVEY 
(1975), cita o caso, também comentado por HOCKING e SPEED(1975), 
onde o estabelecimento de algumas condições não estimáveis mu­
dam completamen~e a hipótese testada. Uma prática recomendávelé , 
associar essas restrições, caso existam, às hipóteses formula -



61. 

das , ou, melhor ainda, formulá-las em termos de funções linea­
res estimáveis. 

Pode-se notar, pelas hipóteses formuladas, que 
a interpretação dos resultados é grandemente facilitada caso 
não seja considerada a interação. 

k, então: 

do fator A 

Em (42), vê-se que se xijk = O, para todo i,i e 

E(!'g) '"' ~'C~ + (v - 1)0 2
• 

A hipótese de igualdade dos efeitos dos 
~ 

e dada por: 

a. - a. , 
1 1 

= O, para todo i ; . , 
1 , 

ou, de outra forma: 

Caso H
1 

se verifique, tem-se que: 

Como j'C = 2'" pode-se verificar que ª'Ç/(v-l), 
sob Hl' é um estimador imparcial de 0

2
• Ou seja, F(H

1
) testa a 

hipótese de que o efeito dos níveis de A é constante. Raciocí­
nio 'análogo vale para o fator B. 

Já, de quadrados RCa/lJ) 
~ 

associada a soma esta a 
hipótese: 

H: a. + 1 E n . . b. iguais todo i, 
1 n · lJ J 

sao para 
1. j 

ou seja, R(a/IJ) é a soma de quadrados apropriada para o teste 
da hipótese em que os efeitos dos níveis de A, na presença de 
uma média ponderada dos efeitos dos níveis de B, são iguais p! 

ra todo i. 
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N~ 3n5lisc de covarlancia, 3S hip6tescs a serem 

testadas podem ser colocadas de maneira análoga às da análise 

da variância . Nesta discussão, o modelo básico a ser considera 

do será: 

y. ' k = ~ + a. 
lJ 1 

+ b. + 
J 

ou seja, o modelo sem interação. A significânci3 desta poderá, 

se necessário, ser testada pelo procedimento indicado através 

de (55). 

Conforme visto anteriormente, hipóteses testá -

veis sao aquelas expressas em termos de funções lineares esti­

máveis. Torna-se interessante, portanto, verificar a estimabi­

lidade de funções lineares de parâmetros na análise de covari­

ância. 
Sabe-se que, através da teoria das funções li­

neares estimáveis e considerando-se o sistema de equações nor­

mais C*ª =g*, um conjunto de fúnções lineares K'a será estimá­

vel se houver uma matriz A ·tal que o sistema: 

K' = A' C* (57) 

tenha solução. 

Ora, pelas características de C*, ve-se facil­

mente que C*1 = O, de forma que (57) será compatível se K' sa 
tisfaz a condição: 

K'j = O. 

Assim, conclui-se que K'a é estimável sempre 

que for um contraste entre os níveis de A. Idêntico resultado 
pode ser estendido aos níveis de B. 

Com relação ao parâmetro c, toda e qualquer fu,!! 

çao linear dos coeficientes de regressão é estimável já que c 
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tamb~m o ~. Uma hip6tese comumente formulada acerca desses coe 
fi cientes e que K'c = O, onde K' = Ip' o que corresponde ator 

nar 

e, por (46), 

H2 : c = O. 

Por (42), ve-se que: 

E(~'g*) = a'C*a + (v - 1)0 2 

À = 1 
1 a'C*a 

Caso H1 : ~ - ia = Q se verifique, pode-se no­
tar que ~'g*/(v-l) é um estimador imparcial de 0 2 e que a ra­
zao: 

QMR* 

tem distribuição F central com (v - 1) e (n .. - r - p - v + 1) 
graus de liberdade. 

Observando os resultados obtidos por DIAS(198l) 
pode-se notar, ressalvando-se a diferença de notação, que as 
somas de quadrados obtidas pelo Processo do Resíduo Condi cio -
nal e pelo Método do Ajustamento de Constantes, testam a mesma 
hipótese. Nota-se ainda, que a hipótese de nulidade formulada 
por esse autor, é: 

H : a = O 1 _ _ 

se for utilizada a notação deste trabalho. Essa mesma hipótese 
poderia ser escrita como: 

H
1

: K'a = O 

onde K' = Iv' 
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Ora. se observada a condição (57) de estimabi1i 

dade. observa-se que não existe A' tal que A'C* = Iv' já que 
C* é uma matriz singular. De modo que a referida hipótese deve 

ser formulada sob a forma de funções lineares estimáveis. uma 

das quais é dada por (28). 
relação 

. ~ de (44) • tem-Com a regressao. atraves 

-se: 

E(~'~2) = c'R c + p02 _ 2_ 

e. por (48) • 

À2 = 1 c' R C 

20 2 
_ 2_ 

Da mesma forma. sob H2 : c = o. ~'~2/P é um esti­
mador imparcial do resíduo e a razao: 

F(H~ = 

tem distribuição F central com'g e (n .. - r - p - v + 1) graus 
de liberdade. 

A soma de quadrados ~'g*. conforme se demonstrou 
no item 3.6 . 4., pode ser decomposta num conjunto de (v - 1) par 

-1 tes independentes. desde que a condição k!M* k. = O seja sa­
-1 -J 

tisfeita. Como ª '9*/0 2 tem distribuição X 2 .cada q. /0 2 também se 
1 

distribui independentemente como um X2. o que permite dizer 
que a razão: 

S.Q.H . 
1 

QMR* 

sob a hipótese H. : k!a = O tem distribuição F central com 1 e 
1 -1-

(n .. - r - p - v + 1) graus de liberdade. 
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Se for observada a formulação das hipóteses na 
análise da covariância, nota-se que são as mesmas da análise 
da variância. Assim, por anaaogia, pode-se dizer que a hipót~ -se testada em (55) e: 

= o. 

Da mesma forma, pode-se dizer aqui, que se Hs 
nao se verifica, os testes de significância para os efeitos 
principais e para a interação podem ser obtidos pela 3nálise 
da covariância através do Método das Somas de Quadrados de Mé 
dias Ponderadas. 

4.6. Exemplo numérico 

o exemplo que aqui será discutido refere-se a 
um experimento onde a variável dependente r é o número de ro­
sas vendáveis, sendo que, cada repetição está localizada em 
uma estufa. A variável X(l) , foi inclui da com a finalidade de 
estabelecer um tipo de controle sobre a variabilidade dentro 
de cada repetição, de acordo com FEDERER (1957), de onde fo­
ram retirados os dados 'aqui apresentados. A variável X(2) é 
fictícia e foi incluida a fim de melhor exemplificar as fórmu 
las propostas por este trabalho. 

Na tabela 5 encontram-se os valores das variá­
veis y, X(1 ) e X(2), sendo que, na repetição I, foram tomadas 
duas medidas para o tratamento 1 e uma medida para os demais, 
enquanto que, na repetição 11 , no primeiro tratamento, fez-se 
apenas uma observação e duas para os restantes. 



_ (I) . lI) 
T:II\fln S. Vnlora ~ oh~orvndo~ Jn~ vurlllvol s y. X u X . 

- - r- - --
TrntMmento!!o HCplHlçiio I Ih1pUt I çiio .I 1 

--
YI 

7 1 R 19 

X ( I ) 5 !) li 

X (, ) li li ;\ - 1- -- -
Y2 31 S2 57 

X (I) ;\ 5 5 

X (a ) 2 4 4 

Y, 34 52 33 

X (a) 2 1 1 

X l2 ) 1 5 3 

y~ 38 60 45 

X (I) 4 2 2 

XC)~ :5 2 1 

Y& :n 50 40 

X (a) 1 3 3 

X ( 2 ) 5 1 2 
-

4.6.1. Slaterne de equlçõ .. normel, 

o sistema de equações normais x'x~ • X'r. dos­
considerando a mSdia. considerados os dados da tabela S. &: 



I I 

:~ li li li () I 
I 2 I ti , H 7. • L - 11 ti I /I I 

:\ O () () 
I 

1 2 
I 

3,H 1 , 2 
. 

1t10 n I I /I ~ • I I 

U () :~ () () I J 2 : - 5 ,2 (] , 2 - 1 1 !I I 11 I 

O O :\ 
I 

2 
I 

-L,R O U I ] 1- 1 2 til. J 4.' 
I I ' 

() O O O J I 
I I 2 : - 2 , 2 -D,R 11 a 121 

-------------- - -------~- - ----- - ~- -- -- - - ---- -- - - ----
I I - • 2 J J I 6 O I J , (J J ,ti ~ I J 7!J 
I I 

1 2 2 2 l I O fi l-I (, - 1 ,4 b
2 

tiO I! 
I I ' 

-------- - ---------- - --~--------~-- - -------- ---- - -
4,8 3,8 - 5 ,2 - 1 , 2 -Z,2:1,6 -1,6 :3Z ,93 5,06 c I -45,13 

I I -2,2 1 , Z O , 2 -2,8 -0,8 11,4 -1 4 I 5,06 2CJ,9J c 2 -29,86 
I ' I 

onde fi ] inh/l pont i I h/ldn pc rml te uma mu1hor V.i!WIIJ Iz.llçiio dll~ m~ 

trizes e vetores representndos anteriormente. -1\ p/ll't1r do sl~temo HornJ x'xr~ • X'): poderiioser 
obtidos outros sistomas menores, perfeitamente equivalentes. 
Estes sistemas ~iio: 

n) Dquaç60s normais pnru estimação dos níveis do 1\ ojus­
todos porn B, iRnornndo us vnriivois /luxi11uros. 

40 

-la 
1 -10 

18 -10 

-10 

-lO 

43 

-11 
- 1 1 

-11 

-:-10 
-1] 

43 
-11 

-11 

-]0 

-11 
., J 1 

43 
-11 

-lO 

- 11 

- 11 

-11 
43 

- 41 ,O 

19,5 

• -I ,5 
22 ,5 

() , 5 

(58) 

E5se sistema 5 obtido por (10) foz.endo xijk • O 
para todo ~. i e k. 

b) Equaç6es normals para estimação dos coeficientes de 
regressao. 

Considerando (14). os coeficientes de regressio 
pura o caso dos dados da tabela 5, são obtidos do s1stema de 
equoções: 



[
28 -4][ê] 

-4 65,6 ê: 
= [27, 333l 

32,600J 

68. 

(59) 

c) Equações normais para estimação dos efeitos dos nÍ­
veis de A, ajustados para B e para a regressao . 

Através de (13) , sistema 
. 

esse e: 

1,5460 -1,1287 0,1008 -0,2751 -0,2430 - -37,9300 ai 

-1,1287 1,8982 -0,0225 -0,4031 -0,3439 a 2 22,1082 

0,1008 -0,0225 1,5407 -0,6894 -0,9296 a 3 
= -4,5208 

-0,2751 -0,4031 -0,6894 2,0945 -0,7269 - 21,2644 a~ 

-0,2430 -0,3439 -0,9296 -0,7269 2,2434 as -0,9219 

(60) 

Facilmente se verifica que os sistemas (58) e 
(60) nao tim solução Gnica, en~uanto que (59) tem apenas uma 
solução. Estimativas Gnicas· para a. podem ser obtidas aplican 

1 -
do-se a restrição j'~ = O. Assim, os vetores das estimativas 
dos efeitos dos níveis de A, ajustados para B; dos níveis de 
A, ajustados para B e para a regressao e dos coeficientes de 

- -regressao sao: 

-1 11 ,7600 -20,9758 

6,77.33 2,0630 

- - [' ,'O"] a = -0,2266 a = 5,1318 e c = 
1 ,6841 

7,7733 10,5904 

0,4400 3,1907 
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4.6.2. Análise da variância 

De acordo com as fórmulas apresentadas ante­

riormente, tem-se que: 

SQR* = (l't - C) - g'M-1Ç - (~'K-I~ - C) - ~'~2' por ( 26 ) 

donde, 

SQR* = 2435,7333 - 912,70 - 864,8999 - 141,5251 = 516,6082 

S.Q.A(ajust.para B e regr.) = ª'g*, por (29) 

ou, S.Q.A(ajust.para B e regr.) = 1040,2786 

Alternativamente, poderia ser feito: 

por (27) 

1,546042365 -1 , 128651060 O,100780379.{),275139353 

-1,128651060 1,898216278'{), 225195118 .{), 403121516 
(K 'M*-I K) -1= 

0,100780379 .{), 022519512 1,540691194'{), 689409141 

.{),275139353 .{),403121516 .{),689409141 2,094537355 



sendo que: 

e M* .. C* - A* , 
sendo: 

K'â = 

1 

O 
K' = 

O 

O 

onde A* ~ e 

- 24,166520230 

-1,1 277 09453 

O 

1 

O 

O 

1,941124787 

7,399677792 

O O -1 

O O -1 

1 O -1 

O 1 -1 

a matriz de restrição,tomada 

A* = (-1,12865106)J 

70. 

como 

(61) 

onde J é uma matriz 5 x 5, cujos elementos constituintes são 

todos iguais a unidade. 
Efetuando o produto, obtém-se : 

A tabela 6 sumariza os resultados obtidos a­
través da aplicação das fórmulas apresentadas anteriormente 
aos dados da tabé1a S. 

Se B fosse considerado um fator de interesse, 
a análise se faria de modo idêntico àquele feito para o fa­
tor A. A tabela 7 resume esses resultados. 
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Tabela 6. Análise da covariância linear dos dados apresenta­

dos na tabela 5. onde o fator A refere-se ã trata­

mentos e B ã repetições. 

----
Causas da Variação GL S.Q. Q.M. F 

B(não ajustado) 1 864,8999 

A(ajust.para B) 4 912,7000 

Regressão 2 141,5251 70,7625 0,958 n s 

Resíduo(ajust.p/regr.) 7 516,6082 73,8011 

A(aj.para B e p/regr.) 4 1040,2786 260,0696 3,523 ns 

Total 14 2435,7333 

Tabela 7. Análise da covariância linear dos dados apresenta­

dos na tabela 5, sendo B o fator ajustado. 

Causas da Variação GL S.Q. Q.M. F 

A(não ajustado) 4 1344,3999 

B(ajust.para A) 1 433,2000 

Regressão 2 141,5251 70,7625 0,958 ns 

Resíduo(ajust.p/regr.) 7 516,6082 73,8011 

B(aj . para A e p/regr.) 1 456,3692 456,3692 6,183 * 

Total 14 2435,7333 

4.6.3. Médias ajustadas dos níveis dos fatores A e B 

As médias ajustadas dos níveis de B sao, por 

(21) : 



donde, 

e, 

B - N' â - Dê 
[

19 2 . 5 4 7 4 5 1 1 
"' 394, 4525483J 

._ _ [32.091 24195J 
JIl + ~ = 

43,82806092 

Consequentemente, 

u = 37,9597 

_ [-5,8684] 
b .. . 

,5,8684 

72 . 

Pelo mesmo raciocicinio. obtim-se, por (24): 

i ~ + -a .. 

16,9833 

40,0226 

43,0914 

48,5500 

41.1503 

Naturalmente, 

u = 16.9836 + ••• + 41,1504 .. 37,9596 

e os ai são os mesmos apresentados anteriormente. 
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~.6.~. Matriz de dispersão para â 

De acordo com (19), a matriz de dispersio para 
- . a e: 

Para M· = C· - A·, se ndo A· dada por (61) . C· 

por (60), tem-se : 

0,60036906 0,17005272 ~,37616871 ~,18152899 ~,21172407 

0,17005272 O,45619800~,30516695~,14640890~,17467486 

O'" -0,37616871-0,30516695 0,59120093 0,01650849 0,07362624 0 2 

-O ,18152899 -O ,14640890 0,01650849 O, 32919156 ~ ,01776215 

~,21272407 -O ,17467486 O ,07362624 ~,01776215 0,33153485 

Assim, por exemplo, a variância do contraste 

y = - -m~ - m
l 

= 48 , 5503 - 16,9836 = 31,5667 

ou, ainda, 

y = â~ - ã
l 

= 31 , 5667, é: 

-
V(Y) = (dI I + d~ ~ - 2d l ~)02 

ou, VcY) = (1,292618628)(73,8011) = 95,3967. 

Vê-se, facilmente, que o contraste do tipo 
a. - a. é estimãv~l, pois o sistema 

1 J 

C*" = k 



tem solução, já que 1,5460 + ••• + (-0,2430) 

1 + O + ••• - 1 + O = U, ou seja, j'~. = O e 

4.6.5. Matriz de dispersão para c 

= O 
. 'k J _ 

74 • 

e 

= O. 

A matriz de dispersão para c, considerando 
~ 

(20), e: 

Considerando os dados do exemplo: 

0,108084359 0,006590510 

D(ê) = 

0,006590510 0,046133568 
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s. CONCLUSÕES 

a) Caso seja (2) o modelo adequado, a interpretação das 
hipóteses testadas é feita ' sem grandes dificuldades tanto na 

análise da variância como da covariância, mesmo que exista ai 
gum n .. = o. Assim, 

1J 

~'g*/(v - 1) 

QMR* 

- a" 
1 

testa a hipótese H2 : ~ = 2 

= O, para todo i 1 i', 

e, respeitadas as cOlldiç5es de estimabilidade e que: 



- I J-k ~ ~I * k. = O, P a r a to d o 1 r J, a r a z a o 
-1 - J 

F (H.) = 
1 

S.Q.H. 
1 

QMR* 

Possibilita testar as sub-hipóteses H.: k~a=O, 1 = 1,2,oo.,V - 1. 
1 -1-

b) A presença da interação no modelo altera completamerr ­

te as hipóteses,tanto na sua formulaçio, como na sua utilidade 

prática. Assim, a Gnica hip6tese de int~l·esse para ser aquela 

que expressa a nio significância da interação, já que as de­

mais, além de difícil compreensão, dificilmente se aplicam na 

Prática. AI~m disso, H. depende de n .. para que a estimabilida , 1J -
de se verifique, o que torna a hipótese extremamente dependen-

te das condições particulares de cada ensaio. 

c) A formulação das hipóteses deve ser feita, de prefe -

rência, em termos de funções lineares estimáveis. Caso contrá 

rio, devem ser associadas à elas, as restrições nio estimáveis 

que possibilitaram expressá-la como tal. 

d) O Método do Ajustamento de Constantes tem como única 

desvantagem, além da maior dificuldade de calculo, o fato de 

produzir somas de quadrados viciadas para os efeitos principa­
is. Entretanto, mesmo nos casos de classificações balanceadas, 

onde tal fato nao ocorre, o estudo da interação ~ que, realmen 
te, tem maior interesse. 

e) As hipóteses a serem testadas nos casos de classifica 

çoes balanceadas sio facilmente obtidas, bastando que se faça 
n . . = n. 

1J 
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80. 

I. LISTAGEH DO PROGRAHA PARA AS ANALISES DA VARIANCIA E DA 

COVARIANCIA DE DADOS DE UHA CLASSIFICAÇAo DUPLA. 

II JOU 

lOG DRIVE 
I}OOO 
0001 
0002 
;,,003 
0004 

191A 191H 1~IC 1910 191~ 

CAiH S°l-:C 
191A 
191B 
l~lC 
191U 
}lHE 

CAIU AVAIL 
lQIA 
Iq)K 
IqlC 
IqlO 
)911: 

V2 Mil AtTUAL 16K tU~FIG 16K 

11 FOR 
'lIST SOU~CE P~UGRAH 
'ONE WOND INTEGéRS 
'EXTENDED pq~CISIO~ 
·1. OCSICARU,1132PRI~Tt:R,DISKI 

OliY f)~IVL 

(')001 
"1J01 
0003 
1'004 
00')5 

C.·.···.············································· C • • 
C • ANALISES DA VAMIA~CIA E OA'COVAAIANCI~ LIN~A~ OE • 
C • OAOO~ DE UMA ClA~SIFICACAO DUPLA NAU BAl~NCfAUA • 
C • • 
C ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• $ •••••••••• 

C XNOME-TITUlO DA ANALISE' 
C NTA-NUMF.AO OF TAATAMFNTOS A 
C NU-NUMEIlO DE TUUME-I\jTOS flIOU . ~U"'foAn IIf iU.I'tU:Of:SI 
t NX-NUMERO U~ VA~IAVEI~ X 
C U-COOIGU Ul: TRA~~fOICMACAU DA IfAAJAVFl V IJI: ACOkUU Cri'" 1\ 
C SUBROTINA TAAN~ 

C AlFA-tO~STANTE UI: IRANSFn~"AtAu 
C N.I,JI-NUMEAO DF n~~l:RVACnES DOS r~ATA~E~TO~ J E J 
C V'ltJ,-"AlUR(S DAS .VANIAVt:lS V f:Sr.OTA~'JO TOUAS AS IJ"SL~VAr.nt:' Of:NTlU' 
C DOS rRATAMl~Tn:, ~ 
t NA8-0 - QUANDO O FATUA 8 AEP~ESeN1A RLOCOS AO "CASO 
C NAR-I - FA1URIAL A X O EM DELI~~AMF.NTO lN'~IAA~fN'~ AU ACASU 
t Nle-I, NA8-0 - DElINLAMENTO INTEIAAMI:NIE 4~ ACASO 
C INT·O - NAO CALCULA A lNTfNACAO 
C INT-' - CALCULA A INTEAAtAO 



81. 

k~AL Mllu.l01,MI11~.101 
DIMfNSION XNOME(20),N(lO,121,NJ(12,.?(51.BI1~I,O(12.;),Al(~).A(~.S 
11.Nl(lOI,YYI~OI,lX(~,501.~(10.51.TI1~I,ZllO,~I.W(5,5),~ISI,LXIIJI. 
2MXIIUI.CIIO.IOI.ZW(lO.51.YM~D(101.DIIOI.1ALIIO,.WII~.~1.UAII~.l~l. 
3RETAI51.DD(lOI.TALAS(lO,.CAV(191.M2~(51.~lA(5.SI.CA~TI~'.x~(" 

DArA CAVI·BLOCO~·.·NAO ••• AJUST •••• l'AT~ •••• P/ ••• R~~~ •• ,.KL •••• t • 
1,·RfSIDU·.·O ·.·AJ.·.·A '.'ij '.' '.' '.' ••• ~~~k~ ••• ~~A •• ' 
20 'I 

DATA AT/·NS·.· • •••••• 1 
DEFINE FILE 813~.6~.U,~VI 
UEFINE FILE 9(]~.69.U.MVI 
DFFI~~ fILE lOI~~.63.U.KLI 

1 REAU(2,21IXNOMf.IJJ.J.l.2~1 
2 FORMATl2ilAltl 

READ(2.3JNTA.NTK.~~,rA,ALFA.~AR.INr 
l FORMATI415,F5.0,2151 

00 4 l.l,NTA 
4 READI2,5JINII.JI,J-I,NTUI 
~ FURMATllb15J 

WRITEI),~J(XNOM~IJ',J-I,20J 
b FORMAT('I',T21,20A4' 

wRITLI3,lJ 
1 FOKMATITll,86I'-'" 

WRITEI),U'NTA,NTK,NX,IA,ALFA.NAR,INT 
8 fORMATI'll.415.F~.1,215' 

DO 9 l-I, ~TA 
9 wRlleI3,10'INII,J"J.I,~TB' 

lO FORMATIT2I,1615' 
IFINU18,7B.19 

18 NY·" 
N"-l 
GO TO 121 

19 NY-I\II( 
121 00 1i '-l,NTa 

NJII'-O 
IHI'-O. 
DO 11 J-l,NX 
R2AIJ'-O. 
P(J'·O. 
CASTIJI-O. 
()ll,J'-Jl. 
XMIJI-O. 
DO 11 K-l,'" 
R lAI J.U.O. 

11 XI J,KI-O. " \ 
DU 19 r-,."'. 
00 19 J·l .... , 

19 AI r,JI-O. 
SOINT·O. 
G-O. 
u-a 



SOTOT=O 
NC-O 
00 21 l=l.NTA 
KK"O 
DO 12 J=l.NTU 
KK-KK+NII,JI 

12 NJIJI=NJCJI+NII,JI 
NIIII=KK 
REAOC2,lJIIVVlkl,K=1,KKI 

1] FORMATI8flO.O'1 
IFINVI14.74,1~ 

7S 00 14 J=l,NX 
14 REAOI2,111IXXCJ,KI,K-1,KKI 

GO TO ISO 
74 00 80 JJ·l,KK 
ao XlCI1,JJI=.O. 

lao WRITEC1,15'CYYCKI,K-1,KKI 
15 FORMATCT17,'Y',aF10.31 

IFCIAI182,182,181 
lSl CAL L TRANS'YY,KK,IA,ALFAI 
182 IFCNYI76,76,77 
77 DO 16 J a 1,NX 

KT-1 
KY-S 
IFCKK-KVI183.184,18~ 

1113 KY-KK 
184 W.RIT.f 13,171 J. C XXC J, K hK=KT ,KV'I 
17 FORMATCTl','X',11,8fl0.31 

1PCKK-KYI16,16,185 
185 KT-KT+8 

KY-KV+8 
IFCKK-KVI183,lS4.1R4 

16 ,CONTI NU f: 
16 TT-O • 
. ' Do -h J=l.KK 

TT-TJ+YVIJI 
18 ,SOTUr=SQTOT+YYCJI·*2 

. TIII=TT 
G=G+TT 
H·1i 
bo: .21 J=l,NTB 
DO 27·5 J ... ;"l ,NX 

2.7~ QOI JJ I ~ O. 
i' t KK=NI.I ,J I 

IF ,IKKI21,2<1,,J:,9.0 • 
19Q I n-o. . , 

, , .NÇ·~t+,l , I. 
DO 81 K=' ,KK 
KT-KT+l 
BCJI-BIJI+YYIKTI 
n-TT+VVIKJ) 

82 • . 



DO 2 ri L = 1 , NX 
QQILI=OCILI+XXIL,KTI 
XMILI=XMILI+XXIL,KTI 
PILI=PIL'+YYIKTI$XXIL,~TI 
AII,ll~AI1,ll+XXll,KTI 

DIJ,LI=OIJ,ll+XXIL,KTI 
DO 20 MM=I,NX 

20 Xll,MMI=XIL,MMI+XXIL,KTI*XXIMM,KT' 
81 CONTINUE 

IFIINTI21,21.257 
257 DO 251 ML=l,NX 

R2 A I ML I =Rl A I ML ,. ua I Ml. I"'rr IF- LOA TI KK I 
DO 251 MM"l, I .. X 

251 RIAIML,MMI=MIAIML.MMI+OOIMLI·QQIM~I/FLuArIKKI 
SOINT=SQINT+TT$$2/KK 

21 CONT I NUE 
SOIN=SQINT 
IFIINTI2,9,2~~,2~8 

258 DO 252 1=I,NX 
R 2 A I I 1= P I I l-R 2 A I I I 
DO 252 J=l,NX 

252 RIA(J,JI=XII,JI-K1AII,J) 
KI<=O 
DO 253 l=l,NX 
DO 253 J=l,NX 
KK=KK+l 

2~3 YY(KKI=RIAII,JI 
CALL MINVIYY,NX,DELT,LX,MXI 
KK=O . 
DO 2,4 1=1, NX 
DO 2~4 J=I,NX 
KK=KK+l 

254 RIAII,J)=YYIKK' 
DO 2,5 l=l,NX 
DO 255 J=I,NX . 

255 CASTIII=CASTIII+RIAII,JI*K2AIJI 
SOREI=O. 
DO 256 l=l,NX 

256 SQKEI=SQREI+CASTIII*R2AIII 
OMREI=SQREI/FlOATINX' 

259 NMO=O 
NTOT=O 
00 22 l=l,NTA 

22 NTOT=NTOT+Nltll 
. CC=G**21NTOT 

SUTOT=SQl UT-CC 
WR IT E I 3,7 ) 
DO 26 1=1, NX 
PII,=PI I )-XMI II*G/NTOT 
DO 2.3 J=l,NX 

23 X(I,JI=XII,Jt-xMII'*XMIJI/NTOT 

83. 



DO 24 K=l.NTA 
2~ AIK.I,=AIK.I'-NIIK,*XHIII/NTDT 

DO 25 L=l.NTB 
2~ DIL.I'=DIL.II-NJILI*XHIII/NTOT 
26 CONTINUE 
1~3 DO 28 l=l,NTA 

DO 28 J=l,NX 
TT=O. 
DO 27 K=l,NT8 

21 TT=TT+NII,KI*OIK,JI/NJIKI 
la ZII,JI=AII,JI-TT 

DO 10 l=l,NX 
DO 30 J=l.NX 
TT=O. 
DO 29 K=l,NTB 

29 TT=TT+OIK,II*UIK,JI/NJIKI 
30 WII,JI=XII,JI-TT 

00 32 l=l,NX 
TT-O.' 
DO 31 ,J=I,NT8 

31 TT=TT+DCJ,II*SIJI/NJIJI 
32 SI I,I·PI I I-TT 

KK-O. 
DO 33 l-l,NX 
DO U ,J=l,NX 
KK-KK+l 

33 YYIKKI-WII,JI 
CALL MJNVIVV,NX,OELT,LX,~XI 
KK=O. ' 
DO 34 l-l,NX 
DO ]4 J-I, NX 
KK-KK+I ' 

34 W1Il,JI=YVIKKI 
DO ,!a (al,NTA 
DO 38 J~I,NU 
TT-O. ' 
DO 35 K=l,NTB 

3~ TT-rT+fLOATINII,K)*NIJ,KI)/fL04TINJIK)) 
IFII-JI36,31,36 

36 CII,JJ=-TT 
GO TO 38 

37 tlltJl-NlIII-TT 
,38 tONT I NUf 

00 '~'D 111& 1, NTA 
DO 4'0 J'= I, NX ' 
lTIifO.' . 
DO 39 K=l,NX 

39 TT=1r. ZII,K'*WIIK,JI 
'tO IWU ,';.I ' ='1"T 

, l10 '42 '=1, NT A 
J·T,·tt.~ 
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86. 

DO !l8 l=l,NTA 
DO !l8 J= I, NTA 
KK=KK+l 

58 MII,JI=YYCKKI 
DO 60 I = I, Nl A 
TT=O. 
DO !lq J=l,NTA 

Sq TT=TT+MII.JI*OOIJI 
60 TALASC 1 I=TT 

SQTRR=O. 
DO 61 l=l,NTA 

61 SOTA~=SQTBK+TAlASIII*OQCII 
00 63 1=1, NIC 
uO 6.3 J=l.NTA 
Tr-o. 
DO 62 K= 1, NU 

62 TT=TT+ZCK,II*MICK,JI 
63 lWCJ,II=TT 

DO 65 1= I, NX 
TT=O. 
DO 64 J=l,NTII 

64 TT=TT+ZWIJ,II*OIJI 
6!1 SIII=SIII-TT 

DO 67 l-I, NX 
DO 61 J= I, NX 
TT-O. 
DO 66 K= I, NU 

66 TTaTT+lWCK,II*ZCK,JI 
67 WI I,JI-WI I,JI-TT 

KKaO 
DO 68 1= I, NX 
DO 68 J= I, NX 
KK-KK+l 

68 YYIKKI=.,(I,JI 
CAL L MINVIYY,NX,UELT,lX,MX) 
KK=O 
DO 69 l=l,NX 
DO 69 J= I, NX 
KK=KK+l 

69 WCI,J)=YY(KKI 
DO 71 1= 1, NX 
TT=O. 
DO 70 J= 1, NX 

70 TT=TT+WCI,J,I*S(JI 
71 BET A II ) = TT '. 

NGL r A=Nr A-I 
NGL Ta-Nr OT-l 
SOBlp-O. 
IFIN1B-l)l~6,196,72 

72 DO 73 I=l,NTa 
73 SQBLO-SQRLO+B(JI**2/~Jllt · .. 

SQBLO:e SQtu: O-cc 
196 NGLTB·NT~-l 



NGLIN=O 
!'Ql<r (,=:>. 
NGLH.t:=O 
IFINYI197,l~7~a2 

82 NGLRI::=NX 
DO 83 I = 1 , NX 

83 SQ~EG=!'Q~EG+8ErAIJI*SIII 
OMRE(;=SQH.EG/NX 

197 IFIINT12H6,286,84 
84 N~LJN=NC-NTA-NrB+l 

IFINI<OI2.0,240,a~ 
~40 SOINT=SOINT-SOTA8-!'OHLO-CC+SQR~J-SO~;G 

QMINT=SQJNT/NGLJN 
GO TO 85 

286 SQINT=O. 
85 lFIJNTI260,260,2bl 

261 NGRAH.=NTOT-NC-NY 
IFINYI270,?7U,271 

271 SCRAR=SQTUT-SQIN-SQH.EI+C~ 
GO TO 264 

260 NGRAR=NGLTO-NGLTA-NGLTB-NGLIN-NGLRE 
7.70 SQRAR=SQTOT-SQBLO-SQTAR-SOINT-SQRtG 
264 OMRAH.=SORAR/~GRAR 

QMTBR=SOTBR/NGLrA 
OMT=SOTAtl/NlJLTA 
DO 155 1:1,NTA 
UO 155 J= 1, NU 
TT=O. 
DO 154 K=I,NTII 

154 TT=TT+CII,KI*M(J,KI 
155 MIIJ.,JI=TT 

DO 157 l=l,NTA 
DO 15'7 J=l,NTA 
TT=O. 
DO 156 K=I,NTA 

156 TT=TT+MII,KI*MIIK,JI 
1 5 " DII I I , J I = T T 

CALL 'CAeC:CI TT I 
Kl:;}2+NRO 
K2=13-NHO 
IFINTB-1186,86,87 

87 IFINABI8U,88,90 
88 ~RITEI3,89INGLT8,SQBLO 
89 FORMATI/,T19,'HlOCOS NAD AJUST.'.T44,li,FI9.41 

GO TO 86 
90 IFINROl91,91,93 
91 WRITEI3,92ICAVI41,CAVI131,CAVf21,CAVI~I,~GLTO,!'QijLU 
92 FORMATI/,TI9,A~,A2,A4,A6,T44,J?,F19.~J ' ' 

GO TO 86 
93 WRITE(3,92ICAVL41~tAVlt21,CAVI2IiCI\VI31,N~LT~,SQBLO 
86 IFINYI9~,95,97 
95 FC:QMTlQMf(A,R 

87. 



KK=TFF~INGLTA,NGRA~,fCI 
IfINTB-1196,~6,1~2 

88. 

96 WRIT~13,94ICAVI4I,tAVI3I,CAVI14I,CAVI1§I,~GLTA,~~TA~,UMl,fL,ATIKKI 
94 FO~MATl/,T19,A6,A6,A2,A6,T44,J7,F19.4,fI1.4,1~7,1·11.J,AlI 

&0 TO 106 
102 IFlNABI98,98,99 
96 WRITElJ,94ICAVl41,LAVl~I,CAVI5I,CAVlll,N~LTA,~~lAB,~~1,FC,hTlKKI 

GO TO 106 
99 WRIT~13,100ICAVI4I,CAV(Kll,LAVI~I,CA~(~I.LAVlK21,N~LrS.~0T ;,~.~M',f 

lC,AT(KKI ' 
100 FURMAT(/,T19,A6,A2,A6,A2,A2,144,12,F19.4,Fl/.4,187,fll.3,All 

~O lU 1Gb 
97 IFlNTB-IIIOl,lOl,1~3 

101 WRIT~l3,94ICAV(41,CAV(31,CAVl141,CAV(151,NGL1A,~QrAB 
GO TO lG6 

103 IFlNABII04,104,105 . 
104 WRITEl~,94ICAV(41,CAVl31,CAVl51,CAVlll,~~LTA,SOlAq 

GU TU 106 
105 ~RIT~l3,lOOICAVI4I,CAVlKll,C~Vl31,:AVl51,CAVIKZI,~~L'ft,~Q1AB 
106 lFlJNTl109,109,107 
107 FC·QMINT/OMRA~ 

KK·TEfElNGLIN,NGRA~,FCI 
riRITEI3,10BINGLIN,SQINT,~MINr,Fc,ATl~KI 

108 FORMATl/,TI9,'INTERACAO A X n',T44,1?,F19.4,~17.4,r87,Fll. i,A2,1 
109 JFlNVlllb,1l6,1JS 
115 IF(INTI262,262,263 
2b3 SQREG=SO~el 

OMR~G·UMREI 
262 FC:OMREG/OMRAR 

KK=T~FEl~GLRE,NGRA~,FCI 
WRITEl3,111ICAVl171,CAVI181,CAVI191,LAVI141,~AVI14I,:~VI141,CA~r14 
11,NGLR~,SOR~G,QMR[G,FC.ATlKKI 

111 FORMATl/,TI9,A5,A3,Al,A6,A2,A~,A2,T44.J7,Flq.4,f17.4.,87,.:11.3,All 

GO TO 228 
116 WRITEl3,227ICAVl9I,CAVlIOI.CAVr16I,CAV(141.ChVlI5I,N~~Aq,S~~AR.0M~ 

lAR 
227 FORMATl/,T19.A6,A2.A3,A2.A6.T44,I2,FIQ.4.F17.4,/1 

GO TO 229 
228 WRITEl3.227ICAVlQI.C4VIIOI.CAVI11',C4Vljl,CAVI61,N~~~~,~Qk~~.,MKA~ 
229 w~IT~(3.71 

lFINVI236.236,230 
230 FC=QMTRR/QMRAR 

KK=TEFElNGLTA,NGRAR,FCI 
IFrNTB-11238,23R,239 

238 WRITEl3,94ICAVl41,CAVI31,CAVl5I,CAVl61.N~LTA,SOTI'~.QMTBk,f~,4Tr~KI 
GO TO 135 

239 lFINABI231,231,233 
231 WRITEl3,l32ICAVf."CAVllll,C4Vl~I,CAVl7I,t4vr81,CAVI61,N~LtAt~QT8~ 

I,OMTBR,FC,ATlkKI . 
232 FU~MATI/,T19.A6,A3,A7.,43,A2,A6,r44.12,~19.4,~17.~,TR7,Fll. ~,4ll 

GO TO 235 
233 ~KIT~13,2~4IC4Vl4I,t4VIK1I,CAVllll,C4Vl~I,CAVIK21,CAVl8I,L~~(bl,NG 



ILll.S018M.O"l8_.tt.lrl.'1 
IJ4 FOl"A'I/.Tlq" •• 'Z.').I~"l.41,'h.'~4.1, •• lq.~,flJ.4.1"(.fll.J •• ~1 
215 MA/lEU.lI 
21. MMlrEII.2J7INGLrO.SUrnr 
lI' FORMA""'," O , • L',r41,ll,FlQ.4' 

MAU!lI.lI 
DO 160 1·"Nr~ 
fi-O. 
DO 161 J·I.NI 

161 rr.rr'UII.JloAErIIJI 
160 '"EOIIl." 

DO , .. 1.I.NT8 
n·o. 
DO 111 J·I.NU 

11I TT.r,.NIJ.llo'ILlSIJI 
119 Y"~DIII-I"III-"-Y"EOIIII/NJ/II 

1"1-0. 
DO 120 1·I.NI6 

lIa ""I-""I'Y.EO/II 
""I·XMII~ID 
DO no I-I.NU 

2'0 '"tnlll-I"I.'ILl~111 
oAUEII.IUII"1 

127 FORM"fll,fll,'Mtn,. G~A'l • ·.~ll.6t 
I F I N,lBI21l. H2. 21 j 

III •• -14 
GU TO 2" 

la) I(l-l,.""., 
215 OAlrfIJ.~I'ICAVI'.1 
214 FO""A'CI/,rJte, "Lsrl OE UUNC." p.,~. 041 1 11.\~ ' _JU!i.U!IA :' .It .',\UM".". 

n • ,A2 I 
UO 209 1-I.N,1 

249 LIIII-/l1I1I 
CALL OOE06Ul4tO, L., Nr', .4, ALF "t ~1 '.UI(. QH.f.j\,. tU:" ) 
•• "tll.lll) 

121 FOR~IIlIl.T4I.'" A I a I l O t. o I , P E • ~ , .. 'I 
OAlltl),7I 
00 Itl6 I·l.~r' 
"T-l 
IV-,. 

125 IF/N'A-.VI162.162.IO' 
162 tc.y·~r, 
'6J WA,TEClt1 ... II.(lIA,.I,JI,J-.. T,If.'I' 
164 fOItM"TITll,'LINtll',1 4,4"IH. -U ' 

IF'N"-IC.~)16'.166,lh~ 

16S .. r-It'.'" 
I(Y·"VU 
GD TO 12' 

166 CONIINU[ 
, ,,RIftl).,. 
l~f~YI216.21~ll11 

211 oAITElJ,2UI 
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l.8 FO""'UII,Tl7,'M A , .. I I 11 t 
, f C • ~ ) ) • U'I 
._. rE I Jt " 
00 119 l·ltl~1II 
ter-l 
1'1-4 

l2) l'I~A-~~JIIO.21~.II' 
llO IV-fIIl 
ZU ... ITEIJ, •••• I.IWII.JI.J-",T,I('-' 

l'I~'-KVIII',2",lll 
UI U.Kh. 

IV-.V.' 
CO ro IH 

2" CO~fI ~Uf 
•• JlfllolJ 

21. l'I~~OIIII,IJI,I~2 
111 l'I~"II.',I.Z,IJ2 
IJ2 "."-1 

DO lU 1.I,~1l 
UIII·~1I11 

lU nlll·fllI 
DO "0 1.',Nr8 

'HII I 1.11.111 I 
IH TIII·IIII 

00 In I·"hl' 
HJIII·UIII '15 IIII.Y"II 
DO 1J9 I·I,~X 
DO 116 J-I,Nfl 

lI. YYIJI-'IJ,II 
00 In J·I,~n 

13' oIJ,II·OIJ,11 
00 UI J·I,Nfl 

13. OIJ,II-YYIJI 
I,. COHII NUt 

IFINro-NrI12",2",2" 
,.6 KV-NT 8 

GO TU 2 .. 
24J .v·,.,a 
1" DO 1.0 1.1,.' 

DO 1.0 J-'."v 
l'II-Jll'~,I.O,I.O 

2"5 kr-fllCI.J. 
Nf I.JI-NIJ.11 
HI J,II-U 

100 tO~fI ~u~ 
DO 141 '.l.NTA 

I .. LIIII-~. 
Itl.~" 
NTA·~Ta 
NTA-1C.1t 
IV-I 

90 • 

D f 



GO TO 14J 
142 GO 1 n 1 

END 

~EATUMES ~UPPURrED 
ONE WORD INTFGERS 
EXTENDEO PRECISION 
10CS 

CO~~ R~CUI~EM~~rs fO~ 
COMMON O VA~lA~L~S 

END OF COMPJLATION 

11 XEO 3 

* F 1L E S ( 10. UU NC I 

*FILES(8.TflKF11 

* 1-1 L E S ( 9. TA RF~" 

H~8 PRO(j~I\M 

2. SUBROTINAS E FUNÇÕES UTILIZADAS PELO PROGRAHA 

91. 

Subroutine MINV - subrotina para a inversão de matrizes. 

- Subroutine CABEC - su.brotina que escreve o cabeçário da 
análise da variância. 

- Subroutine ODED6 - subrotinà que efetua o teste de Dun­
cano 

- Function TEFE - função que executa o teste F. 
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